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Algemeene benaderingsmethode voor de reëele en complexe 
wortels van (numerieke) algebraische en 
transcendente vergelijkingen 


DOOR 
Dr. B. GONGGRIJP (Amsterdam). 
(Vervolg van Jg. XL, Ol1dz. 205.) 


HI. 
Bijzonderheden. 


S 5. Het uitvoeren der transformatie. 
Door te substitueeren z=l’2/, leidt men uit (1) de ver- 
gelijking | 
de edm En ze dee da, 12e, =0.. (6) 


af, welker wortels de quadraten zijn van die der eerste. 
Deze vergelijking kan de „eerste getransformeerde” ge- 
noemd worden. 

Daarna levert de substitutie van 2/=l/2” een tweede 
getransformeerde, die de 4e machten sene wortels van (1) 
tot oplossingen heeft. 

Op deze wijze kan men steeds verder gaan. Na 5 trans- 
formaties is er reeds een vergelijking ontstaan met wortels, 
gelijk aan de 32e machten van die der oorspronkelijke 
vergelijking. 

Reeds Gräffe heeft gewezen op de eenvoudige vormings- 
wijze van (6) uit (1). Men kan de rationeele termen in het 
eerste lid vereenigen, alle termen, die een factor 1/2’ be- 
vatten, in het tweede lid vereenigen, daarna beide leden 
quadrateeren, en eindelijk de termen met gelijknamige 
machten van 2’ vereenigen. 

Ik zou hier echter, — vooral met het oog op latere toe- 
passing en uitbreiding, — de volgende afleiding willen 
voorslaan : 4) | 


l) Het is mij gebleken, dat deze afleiding ook bij Runge te 
vinden is, 
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Laat (1) voorgesteld worden door F (z) =0. 

De vergelijking F'(z) X F (—z) =0 heeft behalve de wor- 
tels van F (z)=0 nog evenveel andere, juist gelijk aan de 
tegengestelden van die van (1). Zij moet dus voorgesteld 
kunnen worden door @ (2?) = 0. 

Vervangt men nu z? door z/, dan ontstaat wv (2/) = 0, en 
deze vergelijking moet. blijkbaar (6) opleveren. 

Bij vermenigvuldiging van 

En Ve 


met 


ee bern ME ke 
dE A Gend 


vindt men voor den coëfficiënt van z2k vooreerst: 
DE Pe ‚nl. uit het product der beide termen met 2, 


kl, k+1 
Arte ns ib) at 


Xx Read) verder: 


daarna: (rn 


f kl kl … 


HEEE 
X sr ien 
De beide laatste termen kunnen vereenigd worden tot: 


Elie 
2 X (TI) ENE nt 


Men ziet nu terstond En dat de coëfficiënt van z°% in 
F(2)XF(—2)=0, dus de coöfficiönt a, van 2” in (6) 
zal voorgesteld worden door: 


DT Ar_pH2XCDTTA Er 
HX Arpa Anta te 
of door: 


JN: 
ms, (Az ZA Jl Ark rr 2A,_ ze Ar — kJ ) 


Opmerking. Als men in (6) #/ vervangt door —z/, zal deze 
coöfficiënt juist worden: 


d 


a: f | 
Am a a a A mn, 
of ‚ 
Arp ee) Ap ht DA Ar k2T …) 


Omdat door de machtsverheffing het teeken, en in het 
algemeen het argument van de wortels toch in zekeren 
zin onbepaald wordt, verdient het aanbeveling, in het ver- 
volg onder de „eerste getransformeerde” te verstaan de 
vergelijking, die de tegengestelden van de quadraten der 
wortels van (1) tot oplossingen heeft. Voor de berekening 
van hare coëfficiënten geldt dan de volgende 

Regel. Een willekeurige coëfficiënt van de eerste getrans- 
formeerde is gelijk aan het quadraat van den overeenkom- 
stigen coëfficiënt der oorspronkelijke vergelijking, min het 
dubbele product der beide coëfficiënten, die den eersten 
omsluiten, plus het dubbele product der coëfficiënten, die 
de beide vorige insluiten, enz, totdat men een der beide 
uiterste termen der gegeven vergelijking bereikt heeft. 

De coëfficiënten der verdere getransformeerden vindt 
men dan door steeds denzelfden regel op de coëfficiënten 
der vorige getransformeerde toe te passen. 

‚ Men kan dezen regel gemakkelijk in een beknopten 
algebraïschen vorm brengen. 


Bij = 5 Aru 


behooren als coëfficiënten der eerste getransformeerde: 
m=n—k se 
07, nr ne Arm Ar m 
(A's met negatieve indices —0 te rekenen); 
de coëfficiënten der volgende getranstormeerde zijn dan : 


S 6, Het eindigen der transformaties. 

Vergelijking van de laatst gevonden getransformeerde 
met de voorlaatste wijst onmiddellijk uit of de eindverge- 
lijking reeds gevonden is. Zij nl. 
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—lìl —? 
Y+By +By +. B_ 14+ B,=0 
een eindvergeliĳking, waarbij y, 1 Van hoogere orde is 
dan y‚, dan zal deze uiteenvallen in : 


y+B,y DL, —= 0: en 


7 ve 
Beeri) + Bz? dr B 
Hierin is 
n—k. 
1) B In In" vrt | }: 


Wordt deze eindvergelijking nog eens getransformeerd 
door y= y’ tot 


PECH On OO 
dan zal in (1) 4’; jj van hoogere orde zijn dan yy, en (7) 
dus uiteengenomen kunnen worden in: 


vd Cy! ae dar ek pel Pie 0 en 


‚k ‚kl ee 
GOA zi ME +. CG, =0. 


Orr Walaa ee 


Orr Hir ee H+ | jk 
Men ziet dus, dat 


oe 

De eindvergelijking is dus gevonden, wanneer bij nog eenmaal 
voortgezette transformatie een zoo groot mogelijk aantal coëfficiën- 
ten in hunne quadraten overgaan. 

Zijn alle wortels ongelijk, dan gaan alle coëfficiënten in 
hunne quadraten over; zijn ze twee aan twee gelijk of 


geconjugeerd, dan ondergaan de coëfficiënten deze veran-_ 


dering juist om den anderen, enz. 

Met het oog op de overwegingen in $4 kan men dikwijls 
in plaats van met een zoo groot mogelijk aantal volstaan met 
een genoegzaam groot aantal coëfficiënten, dat bij nog eenmaal 
voortgezette transformatie gequadrateerd wordt. 


9 


Het aantal transformaties. Een groot voordeel der methode 
is, dat dit aantal in het algemeen zeer beperkt kan zijn. 
Na vijf transformaties zijn alle wortels reeds tot de 25-macht, 
d.i. tot de 32e macht verheven; na 8 transformaties reeds 
tot de 256e macht, enz. 

Ter illustratie zullen eenige voorbeelden volgen. De 
rekening geschiedt in 5 decimalen; de (moduli van de) 
wortels zullen dan met ongeveer even SRO nauwkeurig- 
heid bekend worden. 

Immers, al gaat bij de verheffing van de wortels tot een 
hooge (bijv. 64e) macht door de weglating van decimalen 
de absolute nauwkeurigheid der coëfficiënten verloren, door 
de latere worteltrekking wordt de zoo ontstane fout (nl. de 
relatieve fout) weer in dezelfde mate verkleind. 

Wanneer men bijvoorbeeld bij de berekening van 


Pe, 52 64. 65 
A Ed) UE En THE ) 
de termen, die na 5 komen, weglaat, komt er: 

gn G He BA 


Trekt men hieruit weer de 64e-machts-wortel, dan vindt 
men terug: 


abe B) alt + B) 
2 63 ) 


vri AG Te 1or ata AN be 
=(l + en Ke 


De fout, ontstaan door de machtsverheffing, wordt dus 
te niet gedaan door de worteltrekking. 

Het is verwonderlijk, dat nergens nadrukkelijk gewezen 
wordt op den gunstigen invloed van deze worteltrekking 
op de relatieve fout van de eind-uitkomst. Encke zegt zelfs 
met eenigen nadruk, dat men wegens de onnauwkeurig- 
heden, aan de transformatie verbonden, nooit moet ver- 
wachten een gewenschte nauwkeurigheid te kunnen berei- 
ken door de berekeningen in het daaraan beantwoordend 
aantal decimalen te verrichten. Eén wenk schijnt mij echter 
behartigenswaard, nl. deze, dat men bij de eerste of de eerste 
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twee transformaties in sommige gevallen met 7 decimalen 
moet rekenen, als men de einduitkomst in 5 decimalen 
nauwkeurig wil hebben. Door de aftrekkingen kunnen nl. 
wel eens enkele decimalen verloren gaan, waardoor de 
verdere berekeningen minder nauwkeurig zouden worden. 
Maar in het algemeen is deze voorzorg overbodig. Het 
uit het oog verliezen van den gunstigen invloed der finale 
worteltrekking is de oorzaak, dat Encke en ook Carvallo 
meermalen een uitkomst vinden met belangrijk grootere 
nauwkeurigheid „dan te verwachten was” !) 

Dit laatste mag natuurlijk alleen bij uitzondering voor- 
komen, als men nl. bij het stellen van zijne verwachting 
werkelijk alle omstandigheden, die fouten kunnen veroor- 
zaken, behoorlijk in rekening gebracht heeft. 


Voorbeeld I. 
zt — 2,123 4 0,572? + 0,1942 — 0,042 = 0. 
De coëfficiënten der achtereenvolgende getransformeer- 
den zijn: 


1 3,27 1,0557 0,085516 0,001764 
1 nl. 0,93357 nl. —0,25218 nl. — 2,44507 nl. — 5,05700 
1» 186050 ,„ —0,60097 „ — 5,02683 , —11,01400 
1, 3,72006 _, 12147 —10,01819 „20E 
1 „ 74192 „ —242305 „ —20,15710 „ —44,05600 
1 „1488384 „ —484610 „ —40,31420 _„ —88,11200 


Aan de logarithmen ziet men terstond, dat de coëfficiënten 
der laatste vergelijking allen gelijk zijn aan de quadraten 
van de overeenkomstige coëfficiënten der voorlaatste. lk 
van beide kan dus als eindvergelijking gelden. De laatste 
valt uiteen in 4 gedeeltelijke vergelijkingen, waaruit 
men vindt: 

— 88,11200 + 40,31420 
64 
hieruit volgt: mod.2,==0,11013. 

Verder blijkt: modz, = 0,21918; modz; =— 049112 en 
mod 10S3, 

De moduli zijn alle verschillend ;-daar de coëfficiënten 


log mod z, = =— 0,25316 — 1; 


1) Méthode pratique ete p. 26: 
„On- le voit, le calcul se trouve plus précis que nous n'avions 
demandé”, enz. 
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der gegeven vergelijking alle reëel zijn, kunnen er geen 
complexe wortels zijn. 

Door te letten op de som der wortels (42,1) ziet men 
onmiddellijk, dat de tweede wortel negatief moet zijn; de 
andere zijn positief. Men heeft dus: 

Be 0111 20 == 02113 7e == 040172 en 2, 1,1083. 

Contrôle. De vergelijking werd gevormd uit: 

(z? + 0,12 — 0,05) (2? — 2,2z + 0,84) = 0. 

Door oplossing van beide, hierin bevatte, vierkantsverge- 
lijkingen kan men zich terstond overtuigen, dat de boven 
gevonden wortels allen tot in de laatste decimaal nauw- 
keurig zijn. 

Voorbeeld II. 

23 — Jz? — Dz =O. 

De transformaties worden hier voorgesteld door het 

volgende schema: 


23 de z 
21 1 J- 13 — 8 +4 
22 1 —J- 185 — 40 16 


25 1 nl453536 —nl.3,68548 256 
Ze: 1 „ 9,07072 +-nl.6,04048 256? 

Er is nu een genoegzaam groot aantal coëfficiënten der 
laatste vergelijking gelijk aan het quadraat van een over- 
eenkomstigen coëfficiënt der voorlaatste; de eindvergelijking 
is gevonden. Zij valt uiteen in: 

y + num. log 9,07072 = 0 en 
num. log 9,07072 y? + num. log 6,04048 y + 256° =0 . . (8) 

Deze laatste vergelijking heeft blijkbaar twee complexe 
wortels; de oorspronkelijke dus ook. Voor hun gemeen- 
schappelijken modulus vindt men: 

mod 7, —= R,,2 = 0,73630. 

Voor enkele lezers is misschien hier eenige toelichting 
gewenscht. 

Als de vierkantsvergelijking az? + bz +-ec=0 twee com- 
plexe wortels z,=pJ-gqi en 2, =p—gi heeft, is hun 
gemeenschappelijke modulus 


/ 9 |C 
Ris = (pt +0) == Ve = \ ES 


l) De machten van 2, die vooraan staan, geven aan tot welke 
macht de wortels der oorspronkelijke vergelijking verheven zijn, 
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PTA | 256 
Daarom is in (8) mod y,‚‚, = num. log 9,07072: 


Hieruit volgt dan: 


32 92562 
mod zj 10909-07072 > 


2 log 256 — 9,07072 


dus _ log mode, — n — 0,86705 — 1 
en derhalve Riva == mod/2j5s == 0, 19630: 
Verder zal ys = num. log 9,07072 
(afgezien van het teeken) 
ens 0U8 mn Zes num. log 9,07072; 
9,07072 A 
Oe Aer 0,56692 ; 
23 3,0501. 


Met één blik op de gegeven vergelijking is het duidelijk, 
dat het teeken van z, positief zal zijn. 
Het argument der beide complexe wortels zou hier kunnen 
volgen uit: 
2R,;s GOS p +-'3,60891 == A EN 
of R,,s cos p = — 0,34455, 
hetgeen oplevert: 
01 DD Ont TO A EN 
Toelichting. Als 
Zia =P +qi= Rp (cos p dd sin p), 
is zi H- 20 =2R 2 COS Gp. 
Verder moet 2, +2 H-23 =d. 
Hieruit volgt terstond (9). 


Opmerking. De eerste twee transformaties zijn recht- 
streeks met de coëfficiënten berekend. De verdere bere- 
keningen zijn verricht met gewone logarithmen in 5 deci- 
malen. Men kan ook met voordeel Gaussische logarithmen 
gebruiken (o.a. Runge); bij berekeningen, die niet verder 
dan 3 decimalen behoeven te gaan, kan de rekenliniaal 
goede diensten bewijzen (Carvallo). 


ag HI. 

— 13,12% + 433,42? — 12642 + 960 = 0. 
Deze Et is ontstaan uit: 

(22 — 3,12 4 2,4) (z? — 102 + 400) =0. 
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Zij heeft daarom twee reëele wortels 2, = 1,5 enz, =1,6; 
bovendien twee complexe, waarvan R3,, == 20. 

Na 3 transformaties, — zoodat z= gy, — zullen de 
waarden van 1,5® en 1,6° nog vrij dicht bij elkander liggen, 
maar beide reeds van lagere orde zijn dan de andere wortels 
Ys en y4- Reeds na 3 transformaties moet men daarom de 
vergelijking in twee vierkantsvergelijkingen uiteen kunnen 
nemen. Dit blijkt aldus: 
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zt ze zh, Zn 
2! 1 — 2,84210 519490 —+5,88400 5,36454 
Li 1 + 5,23063 10,40828 11,47337 11,92908 
DS 1 —10,34793 2081649 2265264 23,85816 


N.B. In plaats van de coöfficiënten hebben wij hier overal 
hun logarithmen genomen, voorzien van het teeken, dat 
bij den coëfficiënt behoort; —10,34793 beteekent dus 
— num. log 10,34793, enz. | 

De eindvergelijking valt uiteen in: 

y? — 10,84193 y + 20,81649 =0 en 
20,81649 y? + 22,65264 y + 23,85816 — 0, 
De eerste hiervan heeft blijkbaar 2 complexe wortels. 
De discriminant is nl. 


num. log 20,69586 — 4 X num. log 20,81649 = 
== num. log 20,69586 — num. log 21,41855, 
dus negatief. 
Men vindt: 


| Ro,; = 1 num. log 20,81649, 
waaruit: log R;,, == 1,30108 en dus R;,, — 20,0000. 
De tweede vergelijking of 
y°+1,83615 4 + 3,04167 =0 . . . . (10) 
(nog steeds num. log !) 
kan nu afzonderlijk verder behandeld worden. 
Hier kan zij echter wegens haar lagen graad rechtstreeks 
worden opgelost. Men vindt: 
y, = — 25,6350 ; Ya = — 42,9380. 
Van deze teekens kan men nu afzien. Men vindt dan 
verder: 
a == P25,6350 == 1,50008. „en 
Ze == P42 9380. == 1,59004, 
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Door substitutie van z,= 1,5 en 2, =1,6 in de oorspron- 
kelijke vergelijking overtuigt men zich gemakkelijk, dat 
het teeken van z, en z, positief is. 

Wanneer men op (10) de transformatie verder voortzet, 
heeft men: 


24 1 3,39808 6,08334 
25 1 6,58330 12,16668 
ge 1 13,06967 24,33336 
2 1 26,12555 48,66672 


28 1 52,25089 97,33344 
Men behoeft niet verder te gaan. Na de eerstvolgende 
transformatie zullen alle coëfficiënten overgegaan zijn in 
hunne quadraten. 


Men vindt nu: 
97,33344 — 52,25089 


log 2, = 956 — 0,17610; 
z, — 1,50003. 
Verder: Aran 
_— 5220089 
log 2; = DEE 0,20410; 
zz — 1,59904. 


Opmerking. Bij het quadrateeren van complexe wortels 
zullen hunne argumenten steeds verdubbeld worden en dus 
af wisselend in allerlei quadranten terecht kunnen komen. 
Op de aanwezigheid van (geconjugeerd) complexe wortels 
zal men dus vooral opmerkzaam worden gemaakt, wanneer 
zich bij sommige coëfficiënten in den loop der bewerkin- 
gen teekenveranderingen voordoen. In de beide laatste 
voorbeelden valt dit gemakkelijk te controleeren. 


Over eenige cirkeleigenschappen, en over het 
Raakprobleem van Apollonius 


DOOR 
J. A. WERTENBROEK (Rotterdam). 


Eenige jaren geleden werden door mij een viertal eigen- 
schappen gevonden, betrekking hebbende op 3 cirkels en 
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een vierden cirkel, rakend aan deze cirkels. Deze eigen- 
schappen zijn als vraagstukken opgenomen in dit tijdschrift 
(354, Sen jaargang, bladz. 67; 382, 383, 384, Jen jaargang 
bladz. 14—75). Ze zijn samen te vatten in de volgende 
stelling : 

Een cirkel M‚ wordt geraakt door 3 cirkels M,, M, en 
M.. To, en Ts,, zijn de lengten van gemeenschappelijke 
raaklijnen aan M, en M‚,, resp. M; en M,, terwijl P het 
gemeenschappelijk raakpunt is van M‚ en M,. Zijn nu t, 
en t‚ de lengten van de raaklijnen, uit P aan M,, resp. M; 
getrokken, dan geldt: T,, : Ts,4 = ta :É3. 

Hierbij is voor T de uitwendige gemeenschappelijke 
raaklijn te nemen, als beide cirkels M‚ op dezelfde wijze, 
de inwendige gemeenschappelijke raaklijn, als zij M,‚ op 
verschillende wijze aanraken. 

Het geval kan zich voordoen, dat een of beide gemeen- 
schappelijke raaklijnen niet kunnen getrokken worden. 
Het is daarom, dat ik er op wil wijzen, dat bovengenoemde 
stelling in een anderen, meer algemeenen vorm te brengen 
is. Beschouw bijv. de cirkels M, en M,. Trek de centraal 
M, en M,, en laat deze M, snijden in A, en A/‚,, M, in 
A, en A/,, zóó, dat A., A, en A/,, A’, homologe punten 
zijn ten opzichte van het uitwendig gelijkvormigheidspunt, 
(As A’‚) en (A/‚ A‚) ten opzichte van het inwendig gelijk- 
vormigheidspunt der beidecirkels. T,,, kan dan vervan- 
gen sworden door. (A, A, XA, A’) == (03,4 X qa) Of 
PA As Alp A= (p'354 X Q’2,4), al- naar gelang men 
moet hebben de uitwendige of de inwendige gemeenschap- 
pelijke raaklijn. Is nu m; de macht van P ten opzichte van 
M,, en m, die. ten opzichte van M,, en neemt men als 
voorbeeld het geval, dat M‚, M‚, en M, alle M‚ uitwendig 
raken, dan geldt: 

Days X Zova de tie 
Para X A34 Ms 

Het is nu ook gemakkelijk na te gaan, hoe de stelling 
wordt, als een of meer cirkels vervangen worden door 
punten of lijnen. 

Bovengenoemde stelling is zeer eenvoudig en elementair 
te bewijzen. Met het oog op de beschikbare plaatsruimte 
moet ik echter het bewijs hier achterwege laten. 
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't Is nu wel aardig, dat men door middel van deze langs 
elementairen weg gevonden stelling zonder veel moeite 
komt tot het bekende Theorema van Casey, hetwelk aangeeft 
een betrekking tusschen zes gemeenschappelijke raaklijnen _ 
van vier cirkels twee aan twee, als die vier cirkels geraakt 
worden door een vijfden cirkel, en welke betrekking te 
beschouwen is als een uitbreiding van de Stelling van 
Ptolemeus voor den koordenvierhoek. Rouché en de Con- 
berousse bewijzen dit Theorema in hun „Traité de Géo- 
métrie” door middel van inversie (pag. 292). 

Ik wil er even terloops op wijzen, dat men door toepas- 
sing van het theorema van Casey verrassend snel komt 
tot twee bekende eigenschappen van Pappus, betrekking 
hebbende op elkander rakende cirkels. Deze eigenschappen 
zijn dan zoodoende langs elementairen weg afgeleid. 

Het is duidelijk, dat onze Stelling aanleiding geeft tot 
een oplossing van het Raakproblema van Apollonius: 
„Een cirkel te construeeren, welke drie gegeven cirkels 
aanraakt. De verhouding toeh van de machten van het 
raakpunt op een der drie gegeven cirkels ten opzichte van 
elk der twee andere is bekend, en dit raakpunt is daardoor 
te bepalen; zooals bekend, is het gelegen op een cirkel, 
behoorende tot den bundel, bepaald door de twee laatst- 
genoemde cirkels. 

Ook voor deze eigenschap bestaat een zeer eenvoudig 
en elementair bewijs. Ik verwijs daartoe naar het reeds 
genoemde werk van Rouché en de Comberousse (pag. 219). 

Dezen weg volgende, ziet men gemakkelijk in, dat er in 
t algemeen acht cirkels zijn, die aan de vraag voldoen, 
welke acht cirkels zóó twee aan twee samen kunnen ge- 
nomen worden, dat de raakpunten van telkens twee cirkels 
met elk der drie gegeven cirkels op één rechte lijn liggen 
met het machtpunt van de drie gegeven cirkels. Dit macht- 
punt is dus gelijkvormigheidspunt voor elk tweetal cirkels. 
Deze eigenschap is de grondslag voor de bekende con- 
structie van Gergonne, welke constructie zoodoende zeer 
eenvoudig afgeleid kan worden. 


bee ROR AT 
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Benaderingsuitdrukkingen voor den cirkelomtrek 


DOOR 
Dr, F. SCHUH (Groningen). 


(Vervolg van blade. 102, 1len jg.) 


82. Eigenschap der onvervangbare wijzerfuncties. Aan- 
gaande de onvervangbare wijzerfuncties zullen we de 
volgende stelling aantoonen : 

Zijn de eerste j wijzerfuncties van een benaderingsuitdrukking 
onvervangbaar (onverschillig of dit de eenige onvervangbare wijzer- 
functies zijn), dan zijn ze dit eveneens als ze de eerste j wijzer- 
functies van een andere benaderingsuitdrukking zijn, m. a. w. het 
feit of de eerste j wijzerfuncties al dan niet onvervangbaar zijn 
is geheel van de volgende wijzerfuncties onaf hankelijk, 

AMENBRD EO ten Orne 0; de eerste j wijzerfuncties van 
| ' Pn n 
twee benaderingsuitdrukkingen panfl zi) Grol eee ij 

Pon Pen 
met orden m en m’/,en waren deze bij de eerste benaderings- 
uitdrukking onvervangbaar, bij de tweede niet. Onderstel, 
dat van de tweede benaderingsuitdrukking slechts de eerste 


J’ wijzerfuncties onvervangbaar zijn, waarin j’ <j, terwijl 
ook j'=0 zou kunnen zijn. Men heeft dan volgens (74): 


m2 das Jagd. Ha), 
mA das Hag hHeap) (2laragt. a), 


waaruit volgt: 
m > m/. 


De eerste vervangbare wijzerfunctie van pf’ ee) 


iS Q/ AE deze is identiek met de j’—+1ste wijzerfunctie 


PD \ 
MAD, f- (5) Brengen we nu in de willekeurig ver- 


vangbare wijzerfuncties van pf’ (52) wijzigingen aan, 
2 


dan verandert de orde niet en blijft m’. Nu kunnen we 
Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 2 


18 


echter die wijzigingen zoo kiezen, dat de genoemde 
wijzerfuncties identiek worden met de wijzerfuncties van 


Dy, 
Den Gad met dezelfde rangnummers, waardoor de bena- 


D \‘ 
deringsuitdrukking geheel in p,, f fe overgaat, en dus 
2n 


een orde m krijgt. Daar anderzijds de orde gelijk gebleven is 
aan m/, vindt men m/= m. Dit is in strijd met het boven gevon- 
den resultaat m ) m’, zoodat de onderstelling, waarvan we zijn 
uitgegaan, dat nl. Q,, Q,,...,Q ; voor de eerste benade- 


ringsuitdrukking onvervangbaar zijn, maar voor de tweede 
niet, ongerijmd is. 


33. Osculeerende benaderingsuitdrukkingen. Het aantal 
j der onvervangbare wijzerfuncties kan gelijk zijn aan den 
rang i, in welk geval de vervangbare wijzerfuncties ge- 
heel ontbreken. Volgens (74) is dan: 

m)2lHas Hegt... Ha;)=2g, 
waarin g den graad der benaderingsuitdrukking voorstelt. 
Alle wijzerfuncties Q,, Q,,..., @; zijn dan onvervangbaar. 
Iedere andere benaderingsuitdrukking van dezelfde of hoo- 
gere orde zal dan met de wijzerfuncties Q,, Q,,..., @; 
beginnen, dus van de gedaante 


19, Oasen, 0, Vi, Lenes Q'l Ee 
zijn. Die andere benaderingsuitdrukking is dus van hoogeren 
rang (nl. van den rang #) en van hoogeren graad (nl. van 
den graad ge’; di H...+e/) dan de oorspronkelijke. 
We zullen daarom de oorspronkelijke benaderingsuitdruk- 
king osculeerend noemen. Men heeft dus (daar m <2g is 
voor j <1): | 

Hen benaderingsuitdrukking \Q,, Q»,.., Q,l, waarvan de 
orde m minstens het dubbel van den graad g is *), is osculeerend, 
d. w. z. iedere andere benaderingsuitdrukking van dezelfde of 
hoogere orde is van hoogeren rang en hoogeren graad, zoodat 


1) Ik acht het waarschijnlijk, dat de orde niet grooter dan 
het dubbel van den graad zijn kan, maar kan dit niet bewijzen, 
Verg. S 9, No. 41. 


je 


de benaderingsuitdrukking zoowel in haar rang als in haar 
graad de nauwkeurigste is. De eerste ò wijzerfuncties van zulk 
een andere benaderingsuitdrukking stemmen met de wijzer functies 
der oorspronkelijke benaderingsuitdrukking overeen, zoodat iedere 
andere benaderingsuitdrukking van dezelfde of hoogere orde van 
de gedaante (79) is, waarin d ) À. 

In No. 30 is gebleken, dat voor j{é de benaderings- 
uitdrukking met wijziging van de j+-1ste wijzerfunctie door 
een andere, nl. (78), kan worden vervangen, die van dezelfde 
of hoogere orde is. Deze gewijzigde benaderingsuitdrukking 
is van den rang j + l en den graad |l +a; Jas +... + 
leed = AN: dus hoogstens van den rang # en hoogstens van 


den graad g. Voor j <t is het dus mogelijk zonder rang en 
graad te verhoogen een wijziging aan te brengen, waardoor 
de orde niet verlaagd wordt, zoodat de benaderingsuitdruk- 
king dan niet osculeerend is. Osculeerend is de benaderings- 
uitdrukking dus alleen voor j=? of m )2g. We vinden 
dus omgekeerd: zl 


Bij een osculeerende benaderingsuitdrukking is de orde ten 
minste het dubbel van den graad, en zijn dus alle wijzerfuncties 
onvervangbaar. 


84, Orde eener benaderingsuitdrukking, waarvoor j’ { j is. 
Gegeven zij de benaderingsuitdrukking (72) met j onver- 
vangbare wijzerfuncties (j >»0). Daaruit kan men dan ge- 
makkelijk de orde van iedere andere benaderingsuitdrukking 
afleiden, die in de eerste j’ wijzerfuncties met (72) overeen- 
stemt (9’ {j), maar in de j’ + 1ste wijzerfunctie daarvan af- 
wijkt, dus van iedere andere benaderingsuitdrukking, die 
een kleiner aantal onvervangbare wijzerfuncties heeft. 
Is die andere benaderingsuitdrukking 


Pp 
Pon út) == Yo Q/ ee 
ZI, Oss Os Pp oen Ok 


waarbij le’,,.…. ,a’/ de graden der wijzerfuncties zijn, 


dan heeft men, volgens $ 6, No. 24, aangaande de orde t 
van f'(@)— f(x) drie gevallen te onderscheiden. 


20 
Eerste geval: a, Di > op Dr (Hiertoe behoort ook het ge- 
val, dat Ur, ontbreekt, dus Klk — Jo is). Dan is 
E=l J- 223 J-2as Hoed 2 = ee 
| Tweede geval: ets Cp Dan is t= 1 2a, + Za, 
Fe. ek pa, 


Derde geval: Ei nn EME nT Qi, is deelbaar 


door (Pp — spe en door geen hoogere macht van Pee 


2n 
Dan is {= 122,2 4d ae else (0 SNr ep 
In. al deze gevallen heeft men: 
ECI Hadash daj) 
dus volgens 9’ {j: 
ECI Han Hag tetes) 


of volgens (14): 
ER: 


Uit het resultaat van S 7, No. 27 volgt dan, dat de orde 


D, 
m/ van ee) gelijk is aan t. We vinden dus: 


2n 
Js de benaderingsuitdrukking \Q,, Qs, .…., O,\ in het bezit 


van j, en niet meer, onvervangbare wijzerfuncties(j > 0), m.a.w. 
gelden de ongelijkheden (74), en zijn de eerste j’ (jj) dier 


onvervangbare wijzerfuncties tevens de eerste j’. wijzerfuncties 
van een tweede benaderingsuitdrukking, die inde „+ 1 te wijzer- 


functie van de eerste afwijkt (hetgeen ook daarin kan bestaan, 
dat die tweede benaderingsuitdrukking geen j’ + 1ste wijzerfunctie 
heeft en dus van den rang j' is), dan is die tweede benaderings- 
uitdrukking (die dus in het bezit is van j’ en niet meer onver- 
vangbare wijzerfuncties) van lagere orde dan de eerste, en wel 
van een orde m’, die gelijk is aan het kleinste der getallen 


14 2x, + 243 rater ern 
en 1 + 2a, det nen A 
ì ij ke k î hep, 
zoo die ongelijk zijn, en anders (d.w.z. voor an nen ) 
gelijk aan. 


pr Pa 
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Nardie ht annees dana wis 
waarin y de erponent van de hoogste macht van p_,—p,, ÙS, 
waardoor Ys uden Q hie deelbaar is. In het bijzonder is 
m=l 2x, J- 2a, ERE en 
als de tweede benaderingsuitdrukking bij CQ af breekt en dus 
osculeerend is. 


35. Herleiding van een benaderingsuitdrukking tot een 
osculeerende. Uit het voorgaande ‘volgt, dat men uit een 
benaderingsuitdrukking met j onvervangbare wijzerfuncties (j > 0) 
onmiddellijk j osculeerende benaderingsuitdrukkingen kan afleiden. 
Daartoe heeft men slechts uit de eerste j’ wijzerfuncties 
(J’<j) de benaderingsuitdrukking }Q,, Q,,.…., Un te 


vormen, waarvan alle wijzerfuncties onvervangbaar zijn ; 
hierin kan men j’ de waarden 1, 2, ..…., j toekennen. 


Is de rang j’ der nieuwe benaderingsuitdrukking kleiner 
dan 9, dan volgt haar orde onmiddellijk uit het in No. 34 
gevondene. Men heeft dus: 


Heeft men een benaderingsuitdrukking met j onvervangbare 
wijzerfuncties (j 20) resp. van den graad 1, a,, «3, ……, dj) 
dan krijgt men de osculeerende benaderingsuitdrukking van den 
rang j. (j' <j) door de eerste j' wijzerfuncties als de wijzerfuncties 


van een nieuwe benaderingsuitdrukking te beschouwen (met weg- 
lating dus van de volgende wijzerfuncties). De graad g’ dier 
osculeerende benaderingsuitdrukking is 14 a, Ja; +... ie); 
voor j’ {j is haar orde 1 + 2a, + Za +... Zas J ZL 
dm a er 1 1). / 

De orde der osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den rang j'<j is dus dan en alleen dan gelijk aan het 
dubbel van haar graad als irt 1, dus als de j’—+ 1ste 


onvervangbare wijzerfunctie lineair is. 


1) Voor 9’ —=j kan men slechts besluiten, dat de osculeerende 
benaderingsuitdrukking minstens van de orde 2 (1 +a, a; J- 
Ui, is, 
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S 9. Vorming van osculeerende benaderingsuitdrukkingen. 


36. Stelling omtrent de verhooging van de orde eener 
een We bewijzen de volgende stelling : 


Js DP, af G- ) een benaderingsuitdrukking van de mde orde 


Pon 
en f'(@,C) een zoodanige functie van x en C, dat f(a, €) — f(x) 
voor een willekeurige waarde van C van de mde orde is (dus 


deelbaar door (l—x)”* en door geen hoogere macht van 
DP 
1 —x), dan is de benaderingsuitdrukking Dee Ee C) min- 
2n 


stens erin het algemeen van de mde orde, en dan en alleen dan 
van hoogere dan de mde orde als C voldoet aan de vergelijking 


G (1) (4 IKL OO EN 
hierin is: 
Gate D go -LGO=f® 
(LOS (IEN 


Men heeft nl.: 
f'(m, 0) = f(x) + (l— 0)" K (oo, 0), 


fy, 0) vf! (2y* — 1,0) sf) fe en 

& EENS (HE 
JK (y, 0) —y (2 + 24)7 K(2y* LOE 

=G(y) 4 Ky, €) —y (22) K(2y? —1,C). 
/ SN , De 

Hierdie sar Ee ee REC 

| 

een eindige limietwaarde heeft, dus dat p,, f’ (An c) 

d Pen 


dus : 


voor y=l 


minstens van de mde orde is en dan en alleen dan van 
hoogere dan de mde orde als de genoemde limietwaarde 
0 is, dus als voldaan is aan: 

GD) H- K(1, CC) —4P K(1, CC) =0; 
d, í. de vergelijking (80). 


34. Ordeverhooging eener osculeerende benaderingsuit- 
drukking. Zij 


paf (oe) =1010 0450 Q Ne etn 


bo 


25 

een osculeerende benaderingsuitdrukking, waarvan de orde 
m dus minstens gelijk is aan 2 (1 Ha, Has J-...+ a) Deze 
orde stellen we voor door 1 + 2a; J-2a, +... + 2a Har EN 


waarin e)>0. We vormen nu de benaderingsuitdrukking 
van den één hoogeren rang 


paf (50) = [Q,, Cles Qi, Ui, een 


€ 
Pon 
=O Ar Gj 
Volgens het resultaat van $6, No. 24 is dan f'(x, €) — f(x) 
van de orde t=1 4 2a, 4-22, +. +22; He=m, terwijl 


f' (wm, C) — Ee) 


TET. of K(m,C), voor #=l overgaat in: 
j | 


€ 


Pn 
of, daar e RS El is, in: 


1 C 


re ES PO derde ra k  CAA ged va 
KA, OO) =(—1) U Oet GA 


De benaderingsuitdrukking pf’ ( oe) wordt dus vol- 
Pen 


gens (80) van hoogere dan de mde orde als voldaan is aan: 


dus voor 
OOR Oe, 
C=(—1l) BG OE ne stek A0) 


De orde a; ei der laatste wijzerfunctie van (82) is gelijk 


aan e. De orde van (82) is, nadat voor C de daarvoor in (83) 
aangegeven waarde genomen is, minstens gelijk aan 


2(LHag Hag doe da) e= 21 Hag Haghe), 
dus, daar 1 + a,da;d- . ajde den graad Renee 


uitdrukking (82) voorstelt, AE gelijk aan het dubbel van 
den graad verminderd met den graad der laatste wijzer functie. 
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38. Ordeverhooging eener niet-osculeerende benaderings=- 
uitdrukking. We onderstellen nu de benaderingsuitdrukking 
(81) niet-osculeerend, maar in het bezit van de eigenschap, 
die aan de in No. 37 gevormde benaderingsuitdrukking (82) 
eigen was, dat de orde m minstens gelijk is aan het dubbel 
van den graad verminderd met den graad der laatste 
wijzerfunctie. Die orde is dus minstens 
2(1 Has Hast... xj) nn 242a,H2ag-... H2a arte 
en dus te schrijven als 1 + 2a, + 2a, +... +24 Een Ja je, 


waarin O{e{ di (e <a, j volgt daaruit, dat de beneden 


uitdrukking (81) niet- t-osculeerend ondersteld wordt). 
Men vormt nu de benaderingsuitdrukking 


paf" (oe o)=|Q,, Oman Vs, Wij = 


ls Aser Gen Ge Ole, PD) Pr RER 


die dus van denzelfden rang en denzelfden graad is als de 
oorspronkelijke. Volgens S 6, No. 24 is dan f’ (x, ©) — f(x) 
van de orde 14 2a,4-2ast. 2e, agt e (het verschil 


W, ‚— Q; is nu nl. deelbaar door (p,, —p‚) en door geen 

hoogere macht van p,,— p‚), dus weer van de orde m, terwijl 
/ ke ye 

Lm Of@) oe Ke 


5 x@,C!) voor e=l overgaat in: 
(2) 


sin i, 
K(L, O0) = (1? er OvD 
| ie EE GE). 
Lean 0, ae 
of (daar [Q], En LQ, en U= ee CD ‚ dus 
(De een 


=S) 


K nb: en — Arnd PNO IN Rr vna 

EON MEEO 

De waarde van C, waarvoor de benaderingsuitdrukking 
(84) van hoogere dan de mde orde wordt, wordt dus weer 
door de vergelijking (83) aangegeven. 

Het is duidelijk, dat bij de omvorming de eigenschap 
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behouden gebleven is, dat de orde ten minste gelijk is aan 
het dubbel van den graad verminderd met den graad der 
laatste wijzerfunctie. Daarom behoeven we ook geen andere 
benaderingsuitdrukkingen te beschouwen dan die, welke 
deze eigenschap bezitten, daar we uitgaan van de benade- 
ringsuitdrukking p,,„, die de eigenschap bezit, terwijl ook 


aan een benaderingsuitdrukking, die uit een osculeerende 
benaderingsuitdrukking door ordeverhooging wordt afge- 
leid, volgens No. 87 de bedoelde eigenschap eigen is. 


39. Bewijs, dat er voor iederen rang een osculeerende 
benaderingsuitdrukking bestaat. Uit de voorgaande resul- 
taten kan men onmiddellijk afleiden, dat er voor iederen 
rang een osculeerende benaderingsuitdrukking bestaat. 

Om de osculeerende benaderingsuitdrukking van den rang 
1 te vormen, gaan we uit van de niet-osculeerende bena- 
deringsuitdrukking p,, van den eersten rang en de eerste 


orde. Daaruit leiden we op de in No. 38 aangegeven wijze 
een benaderingsuitdrukking van den eersten rang en van 
hoogere dan de eerste orde af. Men krijgt zoo een bena- 
deringsuitdrukking van den graad 1 en van een orde, die 
minstens 2, dus minstens het dubbel van den graad is. 
Volgens $ 8, No. 33 is die benaderingsuitdrukking dus 
osculeerend. 

Nu kan men verder uit een osculeerende benaderings- 
uitdrukking van den rang j op de in No. 37 aangegeven 
wijze een benaderingsuitdrukking van den rang j +1 af- 
leiden. Is de orde hiervan kleiner dan het dubbel van den 
graad, dus de nieuwe benaderingsuitdrukking niet-osculee- 
rend, dan kan men op de in No. 38 aangegeven wijze de 
orde verhoogen, daarbij rang en graad onveranderd latend. 
Door de in No. 38 beschreven omvorming, zoo noodig, eenige 
malen te herhalen, kan men de orde opvoeren tot die ten 
minste het dubbel van den graad geworden is, daar de 
graad daarbij steeds dezelfde blijft, zoodat eindelijk een 
osculeerende benaderingsuitdrukking van den j + 1sten 
rang ontstaat. 

Op deze wijze kan men uit de osculeerende benaderings- 
uitdrukking van den rang 1 een andere afleiden van den 
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rang 2, daaruit een osculeerende benaderingsuitdrukking 
van den rang ò,enz. We komen zoo (door volledige inductie) 
tot de volgende conclusie : | 

Voor tederen rang bestaat er een osculeerende benaderings- 
uitdrukking. 


40. Voorschriften tot vorming van osculeerende benade= 
ringsuitdrukkingen. In het voorgaande is de methode be- 
schreven tot vorming van osculeerende benaderingsuit- 
drukkingen van steeds hoogeren rang. Wij willen de 
desbetreffende voorschriften hier nog eens resumeeren: 

Bij de vorming van osculeerende benaderingsuitdrukkingen 
van willekeurig hoogen rang gaat men uit van de benaderings- 
uitdrukking py, en vormt uit een reeds verkregen benaderings- 


uitdrukking 
LQ, Qs, PS | 


een andere van hoogere orde en wel naar gelang van omstan- 
digheden op een der twee volgende wijzen : 

Derse orde nar ohne VOOREN 0! gelijk aan 
1 + 2a, + Za, J-..…. + 2aj_, + aj e‚ waarin 0 {e <a; (zoo- 


dat die benaderingsuitdrukking niet osculeerend is), dan vormt 
men de benaderingsuitdrukking van denzelfden rang 
a —E 
LQ, Aaron Qo_r Ujt OD, De) Pan” 15 GD 
2)-48" de orde «mo van eOE st OA Q;\ gelijk aan 
1 4 2a, + Zas H.H Za, + Za + es, waarin e >O (zoodat 
die benaderingsuitdrukking osculeerend is), dan vormt men de 


benaderingsuitdrukking van den één hoogeren rang 


€ 
Pon j 


|Q Q,, en ef tl Es . (82) 
„In beide gevallen is 
LGE ION 
C=(—1’ (83) 


7 kle mee f 
Uit het boven beschreven proces volgt, dat de wijzer- 
functies van osculeerende benaderingsuitdrukkingen, dus de on- 
g 


vervangbare wijzerfuncties, rationale getallen tot coëfficiënten 
hebben. 


2d 


41. Eenige onopgeloste problemen. In het voorgaande 
hebben we een algorithmus leeren kennen tot vorming van 
osculeerende benaderingsuitdrukkingen van willekeurig 
hoogen rang, of (wat op hetzelfde neerkomt) van onver- 
vangbare wijzerfuncties met willekeurig hoog rangnummer. 
Het is mij echter niet gelukt een algemeene uitdrukking voor 
de jde onvervangbare wijzerfunctie Ai te vinden. 

Had men zulk een algemeene uitdrukking gevonden, dan 
zou men van iedere in den vorm van een kettingbreuk 
geschreven benaderingsuitdrukking onmiddellijk de orde 
kunnen aflezen. Daartoe heeft men de benaderingsuitdruk- 
king, als die van den iden rang is, slechts te vergelijken met 
de osculeerende benaderingsuitdrukking van den 4; 1sten 
rang, en de resultaten van $ 8, No. 34 toe te passen. Is de 
benaderingsuitdrukking van den iden rang osculeerend en 
g haar graad, dan hebben we voor haar orde m gevonden: 


m2 + Aj, dt 
waarin «jj, den graad der it1ste wijzerfunctie voorstelt 
(zie No. 35). 
Hieruit volgt onmiddellijk: 


Is de orde van de osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den dlen rang gelijk aan 2g + (ò) 0), waarin q den graad 


der benaderingsuitdrukking voorstelt, dan is de graad der 
id ste onvervangbare wijzerfunctie Q; ef gelijk aan ò +1. 
Dus in het bijzonder voor ò=0: 


Is de orde van de osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den iden rang gelijk aan het dubbel van haar graad, dan is de 
dj Lste onvervangbare wijzerfunctie lineair, en omgekeerd. 

Een verdere vraag is nu of iedere onvervangbare wijzer- 
functie lineair is. Moet het antwoord op deze vraag, dat ik 
moet schuldig blijven, bevestigend luiden, dan is van iedere 
osculeerende benaderingsuitdrukking de orde gelijk aan 
het dubbel van haar graad Iedere osculeerende benade- 
ringsuitdrukking is dan normaal (zie 8 5, No. 20) en dus 
van een graad, die gelijk is aan haar rang. In dat geval 
bestaat er niet alleen voor iederen rang, maar ook voor 
iederen graad een osculeerende benaderingsuitdrukking. 
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S 10, Benaderingsuitdrukkingen van den eersten. rang. 


42. Eenvoudigste lineaire benaderingsuitdrukkingen. Een 
benaderingsuitdrukking van den eersten rang is van de 
gedaante |@,l = @,, dus tevens van den eersten graad of 
lineair, terwijl ook omgekeerd een lineaire benaderings- 
uitdrukking van den eersten rang is. 

De eenvoudigste lineaire benaderingsuitdrukking, waar- 
van we voor ons volgend onderzoek zullen uitgaan, is de 
onderste grens van Archimedes 


Pino oe Te GEEA 
Brengt men deze benaderingsuitdrukking in de gedaante 
PD, 
Do) , 
dan is: 
f@)=l 
dus: 


LW) TeV LION eene KE: 

Dit is slechts deelbaar door 1 — y, waaruit volgt, dat 5 
benaderingsuitdrukking ps, van de eerste orde, dus niet-oscu- 
leerend is. Verder is G(y)= Ly) ze zÂ ETEN 
bok == 1: 


43. Osculeerende benaderingsuitdrukking van den eersten 
rang. Om uit (85) een benaderingsuitdrukking van hoogere 
orde (dus de osculeerende benaderingsuitdrukking, daar de 
orde minstens 2, dus minstens het dubbel van den graad 
wordt) af te leiden, passen we het eerste voorschrift van 
S 9, No. 40 toe, en vormen dus de benaderingsuitdrukking 

Pon + C (Din — Ln) Pan HC Dan Pn)s 
waarin C gevonden wordt uit (83) (waarin j= 1, m=—=len 
Gllh=dels) dus: 

ERS 
We vinden dus: 
De osculeerende benaderingsuitdrukking van den eersten rang is 
Pon rie Abre had: KENT ORI ei (86) 
Voor deze benaderingsuitdrukking is 


f@)=1l—+E(—w), 


dus: 
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fy Lyr Dl. GD 

Daar f(y)—yf(2y? —1) slechts door de tweede macht 
van 1 —y deelbaar is, vindt men: 

De osculeerende benaderingsuitdrukking (86) is van de tweede 
orde. 

Daar dus de orde van de osculeerende benaderingsuit- 
drukking van den eersten rang gelijk is aan het dubbel 
van haar graad, volgt in verband met de resultaten van 
S 9, No. 41, dat de tweede onvervangbare wijzerfunctie 
lineair is, dus dat de osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den tweeden rang normaal is. 

Voor de benaderingsuitdrukking (86) volgt uit (87): 


au DLD 2), 


leje 
Ae 

G(y), en dus ook fy) —y f(2y°—1), heeft derhalve voor 
iedere waarde van y gelegen tusschen 4T”2 en 1 het posi- 
tieve teeken, zoodat de benaderingsuitdrukking volgens 
S 2, No. 9 een permanent-monotone onderste grens is. 
Verder vindt men uit (52) ($ 4, No. 17), waarin m =2 en 
G(1)=2 is, dat de fout der benaderingsuitdrukking onge- 
veer gelijk is aan Bn 

We vinden dus: 

De osculeerende benaderingsuitdrukking (86) van den eersten 
rang is een permanent-monotone onderste grens; voor iedere 
waarde van n |) is dus: 

Zr) Pon +5 (Pon == Pn ). 

De fout der benaderingsuitdrukking is voor niet te kleine 

waarden van n ongeveer gelijk aan : 


kol GA —4 2 
DAO pt 9 1,275 n Je 
1) Zie noot 2, bladz. 7, 1len jg, 
vn 
2 Ces 
) Deeerstgenoemde benaderde waarde voor de fout (or 240 7 ) 


heeft de eigenschap, dat haar verhouding tot de juiste waarde van 
de fout onbepaald tot 1 nadert als » grooter wordt, Bij de in de 
Vakdd 

540 tot: 1,275 afgerond. De- 
zelfde opmerking geldt ook voor de opgave van de fout bij de 
volgende benaderingsuitdrukkingen, 


tweede plaats genoemde waarde is 


30 


44. Benaderingsuitdrukkingen van de eerste orde. We 
beschouwen nu verder de lineaire benaderingsuitdrukkin- 
gen van de eerste orde. Deze zijn van de gedaante 

Pin TAD TD NE 
waarin A #} is. 

Voor de benaderingsuitdrukking (88) is 

f@)=lHA(l—e) 
en voor 4 #4: 
tros fy) En Clie Pa Te da Aen 
ih 
GD ED A ee VE vs BARCHON 

Hieruit volgt in verband Ren (52): 

De fout der benaderingsuitdrukking (88) is voor A #4en niet 
te kleine waarden van n ongeveer gelijk aan : 
| z3(l—84) Kon En 

Lon? ong. 2,984 (1—3A)n*. . . (O1) 

Verder volgt uit (90) in verband met het in $ 4, No. 12 
gevondene: 

De benaderingsuitdrukking (88) is voor A <4 een onderste, 
voor A ) 4 el bovenste grens 

Voor A {+4 is de benaderingsuitdrukking kleiner dan (86), 
die een EEE et onderste grens is, zoodat (88) dan 
eveneens een permanente onderste grens is }), die echter 
minder nauwkeurig is dan (86) Daarom interesseert ons 
voornamelijk het geval 4), dat we nu verder zullen 
onderzoeken. 

Uit (89) ziet men, dat G(y) voor waarden van y,‚ die ge- 
legen zijn tusschen } 2 en 1, gelegen is tusschen 1—41”?2 
en 1—34. Wanneer de laatste twee getallen hetzelfde 
teeken hebben, kan G(y) voor de genoemde waarden van 
y niet van teeken wisselen en is de benaderingsuitdruk- 
king (volgens S 2, No. 9) permanent-monotoon. Daar we 
A ) } onderstellen, en dus 1 — 34 negatief is, is dit het geval 
als 1 — Al”? negatief of nul is, dus voor 4 ) $V2. In dat 


geval is G (y) steeds negatief of nul, en dus de benaderings- 


1) Men kan gemakkelijk aantoonen, dat die onderste grens ook 
permanent-monotoon is, maar dit is van weinig belang als de 
permanente eenzijdigheid reeds is aangetoond, 


o1 


uitdrukking een permanent-monotone bovenste grens. Men 
vindt dus: 
De lineaire benaderingsuitdrukking pon + A (Pon — Pun) td 


voor A > 4 een bovenste grens, die dan en alleen dan permanent- 
monotoon is, als A )FVZ is. 


Opgemerkt zij, dat 4 V2 niet de kleinste waarde van 4 
is, waarvoor men met een permanente bovenste grens te 
doen heeft. 


45. Nauwkeurigste permanent-monotone bovenste grens, 
Daar de benaderingsuitdrukking (88) des te kleiner is 
naarmate 4 kleiner is, heeft men in verband met het 
boven gevondene: 

De nauwkeurigste lineaire permanent-monotone bovenste grens is 


PAD mA) ne rat 2) 


deze is van de eerste orde. 

Bij deze benaderingsuitdrukking is G(y) = 0 voor y = 31/2, 
hetgeen beteekent, dat de benaderingsuitdrukking (92) voor 
n=2 dezelfde uitkomst oplevert als voor n= l; overigens 
geeft zij steeds een kleinere uitkomst als men aan n een 
tweemaal zoo groote waarde toekent. 

De benaderingsuitdrukking (92) is dus voor n=? even 
nauwkeurig als voor n=l, waaruit zich een maximum 
van onnauwkeurigheid laat verwachten voor een waarde van 
n gelegen tusschen 1 en 21). Hier doet zich dus het geval 
voor, dat de permanente monotoniteit niet steeds gepaard 
gaat met een kleiner worden van de fout als men „ door een 
grooter (maar niet tweemaal zoo groot) getal vervangt. Voor 
waarden van ” tusschen 1 en 2 zal bijgevolg de fout zich ook 
niet bij ruwe benadering gedragen volgens de daarvoor in (91) 
opgestelde uitdrukking. Wegens het weer kleiner worden 
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1) Het bestaan van een maximale fout voor een van 1 ver- 
schillende waarde van ” is onmiddellijk in te zien voor A= tv’ 2 
en voor waarden van 4 gelegen tusschen } en 31’ 2; immers dan 
is de benaderingsuitdrukking een bovenste grens, zoodat de bena- 
deringsuitdrukking voor groote waarden van x afneemt als „ toe- 
neemt, terwijl toch haar waarde voor „== 2 gelijk is aan of grooter 
dan die voor „—= 1. Daaruit laat zich ook het bestaan van zulk 
een maximum verwachten voor waarden van 4, die grooter zijn 
dan }1’2, maar een zeker bedrag niet overschrijden. 


O2 


van de fout als ” afneemt en dicht bij 1 komt (ter wijl (91) ook 
dan nog steeds doorgaat met toe te nemen) laat zich ver- 
wachten, dat voor A= iv 2 en n weinig van 1 verschillend 
de formule (91) een veel te groote waarde voor de fout op- 
levert, hetgeen dan ook inderdaad het geval is. 


46. Eenvoudiger permanent-monotone bovenste grens, 
Geeft men aan 4 een waarde, die slechts weinig grooter 
is dan 11/2, b.v. 2 1), dan blijft men een permanent-mo- 
notone bovenste grens houden; deze is slechts weinig minder 
nauwkeurig dan (92), maar eenvoudiger. Men heeft dus: 

De benaderingsuitdrukking 

Pynarnt Pannie 1 SCA 


ts een permanent-monotone bovenste grens van de eerste orde, 
die slechts weinig minder nauwkeuriger is dan (92). Ze ds 
echter veel minder nauwkeurig dan de onderste grens (86). 

Dat werkelijk (93) voor grootere waarden van n slechts 
weinig minder nauwkeurig is dan (92), blijkt daaruit, dat 
volgens (90) voor (98) geldt: G(I)=—j=-—1,14286 en 
voor (92): G(1) =1—3V2=-—1,12182, zoodat de fout (die 
aan G(1) evenredig is) van (98) slechts ongeveer 2°/, 
grooter is dan die van (92). 

De in No. 45 gemaakte opmerkingen omtrent de fout der 
benaderingsuitdrukking (92) voor zeer kleine waarden van 
n gelden natuurlijk, maar in minder sterke mate, ook voor (93). 
Dit wordt door de volgende becijferingen bevestigd. 


Voor n= l(p=4 p= 0) tgeert (93) als uitkomst 4 = 
== 6,85711, d.i. ongeveer 0,5789 te groot °), terwijl (91) voor de 
absolute waarde der fout 2,953 opgeeft, dus een ruim 5-maal 
zoo groot bedrag. Voor n=?2(p, =4l2, p„=4) geeft 


(93) als uitkomst # (1212 — 5) — 6,8403, di. ongeveer 0,5571 


1) Dit is de tweede te groote naderende breuk 0,1, 2, 2 = 
der periodieke kettingbreukontwikkeling |O, 1, 2/ 


An 


1 
2 4 1 
2 

voor 42. 
2) Men heeft nl. 2x — 6,2832. 
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_ te groot; de fout is dus niet, zooals (91) het zou vorderen, 
ongeveer 4-maal zoo klein geworden, maar slechts met 
8°0/, afgenomen als men n=2 neemt in plaats vann =1; 
(91) geeft bij „=?2 voor de fout 0,1383, een bedrag, dat 
nog wel een derde te groot is, maar toch reeds een 
veel betere schatting voor de fout oplevert dan de uit- 
komst van (91) voor het gevaln = 1 Voorn =} p‚„=sv8, 


p= 13) geeft (95) als uitkomst £{1/5 — 7,0519 (d.i. 0,7687 
te groot), dus een onnauwkeuriger uitkomst dan voor n= 
en n=?, in overeenstemming met hetgeen te verwach- 
ten was. 

Opgemerkt zij nog, dat (92) voor n=1l (en dus ook voor 
n=?) als uitkomst oplevert 4 + 21”2 =6,8284, d i. 0,5452 
te groot. Voor n=} geeft (92) als uitkomst 3 (41/8 + 16) = 
— 1,0333, d.i. 0,7501 te groot. Ook voor deze waarden van 
n is dus (93) niet noemenswaard onnauwkeuriger dan (92). 


(Wordt vervolgd.) 


Benadering van de wortels eener vergelijking 
volgens de methode van Newton 


DOOR 
W. L. FP. J. GODIN (Den Haag) 
(Vervolg van jg. XI, bladz 164) 


Kerste Hoofdgeval. 
Uit (7) volgt, dat f(a) en f(a) gelijke teekens moeten 
hebben. Men krijgt dan te doen met de navolgende gevallen : 


fla) fa) fa) fa fav) f(a) Benadering 


A | Fk ) geen 
J — J — { onzeker 

D | _ | — eh ), geen 
EE { onzeker. 


Deelen we (9) door f’(a) f(a), dan vindt men na her- 
leiding : 


ptn ED 0, 
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Voor A, kan dit niet, dus geen wortel. 

Voor A, is dit onzeker. 

Voor D, kan dit niet, dus geen wortel. 

Voor D, is dit onzeker. 

Tweede Hoofdgeval. 

Uit (8) volgt, dat alle gevallen zich kunnen voordoen. 

Deelen we de ongelijkheid (10) door f’(a) f(a), en zijn 
f'(a) en f(a) ongelijk van teeken, dan heeft men: 

/ lok 
Apt tn GD 0 

en de daarbij behoorende gevallen: 


fa) fa) fa) fa) fat) f(a) Benadering 


A | (+ -— L nn > zeker. 
LH — —- — ge onzeker. 
Del en — En > zeker. 
—- —- — à onzeker. 


Deelen we (10) door f’(a) f(a), en zijn f’(a) en f(a) van 
gelijk teeken voorzien, dan krijgt men: 


Ap) rij 0 


en de overige gevallen : 


f(a) f(a) f(a) f(a) fav) f a) Benadering 


B \ + — — d- » onzeker. 
Peze — — — < onzeker. 
C — + =- de À onzeker. 
_— + + — { onzeker. 


We zullen thans trachten de onzekere gevallen te splitsen 
in die, welke nog een benadering geven, en die, welke 
dat niet met zekerheid doen. 

Beschouwen we daartoe de uitdrukkingen (9). 

Substitueert men (3) in (9), dan vindt men: 

Hoofdgeval I. 
26 f(a) 
I De / 7, DE 
f(a) fa) — ara ar PO fa + Vk) DO. 
Vermenigvuldigt men met ls) hetwelk positief 


f(a) 


is, dan is: 
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ee TOM) fat WO 
— f(a) [f'(a) Hok f(a)He, 26 f(a) [f”(a) bok f!(a)Hes] ) 0. 
We weten nu, dat zoowel 4 als & grooter is dan !/,, 


Stellen we ze bij benadering gelijk aan !/,, en verwaar- 
loozen we verder e, en e,, dan vindt men: 


Muomsenaleks fla) far df a) Orr vere oe (11) 
Op dezelfde wijze verkrijgt men voor 
EIND MA be Ll Jae) fel vj PA) Siere ee (12) 


Vergelijken we deze uitdrukkingen met (1) en (8), dan 
krijgen we de oorspronkelijke voorwaarden voor de beide 
hoofdgevallen terug, met dien verstande evenwel, dat de 
accenten veranderd zijn. Deze uitdrukking is de noemer 


van de benadering van f'(x) =0, indien # voorgesteld werd 
door & +2. EE 
Resumeerend vinden we, dat een werkelijke benadering 
verkregen zal worden, indien: 
f(a) f(a) —2 f' (a)? 
TCN AC) Ben MCI 
en evenzoo, indien: 
f(a) f(a) 2 f(a)? & al 
ACN kmi RAG HN 
Bij dit laatste geval kan ook met zekerheid eene bena- 
dering verkregen worden voor 't geval 
' f(a)=—, f'(0)= +, f'(0)=—, f(a) =H 
al is Bral 2 la) 0. 
Dit volgt uit D, hoofdgeval II. 
Doen we hetzelfde voor de bovengrens, dan vinden we 
hetzelfde resultaat. 


A 


0 | 


We zullen thans trachten eene meetkundige interpretatie 
van de gevonden uitdrukking I af te leiden; ze is echter 
noch volledig, noch exact nauwkeurig. 

Beschouwen we daartoe de figuur. Zij OC = ade eerste 
benadering (die grooter is dan de wortel), welke men voor 
X aangenomen heeft. Dan wordt dus CD = f(a). Stel, dat 
de raaklijn DB in ’t punt D der kromme met de X-as een 
hoek p insluit, dan is tgo =f’(a). 
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We construeeren ook in A de raaklijn AK. Noemen we nu 
LAEB=de. De volgende meetkundige interpretatie is nu ge- 
baseerd op de onderstelling, dat, indien 't punt D dicht bij A 
komt te liggen, de kromtestralen in D en A gelijk zijn, m.a.w. 
dat de kromtecirkel in D ook door ’t punt A gaat. 


X 


Deze onderstelling zal meer en meer tot de werkelijk- 
heid naderen, naarmate D tot A nadert. 

Het gevolg van deze onderstelling is, dat AE = ED. Maar 
hieruit vloeit weer voort, dat / DAE = Z ADE — 3 dep, 
zoodat dus / DAE =p — 5 dp. 

In A ACD vinden we dan voor AC: 

eh CD line” 
ACS tp — 4d)  tg(e— dp) ia 
Trachten we thans voor f’(a) een uitdrukking te VEGEn. 
Nu is: 


d d de __ d do ds 
17] dn ter En 
jk ed do ep. de dp Kee ds * dex’ 
Nu is 
d en Ls Algen CN 
dp EPS cost esn 
ds dy Ë En 
VL + (5) J=varte P) =p 
e VAA il 1 
Dus: f CET (13) 
Verder weten we, dat 
ABS ED=ptodtdor. ver 


Uit A ABE volet nog: 
EB: AE == sin (p—tdp): sini pe 
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Uit (14) en (15) volgt dus: 


Ee Bat Se en et Smaal 

Dus: DB=DE +EB=etgide| 1 + ans q an 
Uit A DCB volgt echter, dat 

EA dE) 


sinp sin op 
Uit (17) en (18) volet dus: 
f(a) =ptgtdoelsinp J-sin(e —tdo)|. . . (19) 
Vervangen we nu ep door zijne waarde uit (4), dan is na 
herleiding: | 5) 
„ tg 4 do {sin p + sin (ep — 5d 
j (a) = En COS? 0 EE : (20) 
Substitueeren we nu de gevonden uitdrukkingen voor 
f(a) en f(a) in formule I, dan vindt men na deeling 
door 2tgo: 


Ee ef) (21) 
tgjdpjsinp+(sinp—do)—tgo 
2 Sin p.COSP 
We kunnen nu tg {dp en sin (wp —$ dop) in oneindig voort- 
loopende reeksen ontwikkelen met opklimmende machten 
van dp volgens Taylor. Men vindt dan: 


1 do)? 
gidp=tdrt SO 
y dp 

1! 
Daar ondersteld is, dat dp klein is, mogen we alle hoogere 
machten van dp verwaarloozen, en krijgen we dus: 
tg dodo; sin (p — dp) =sin o — }dp COS p. 
Substitueeren we dit in (12), dan vindt men: 


sin (p — 4 dp )— si 


je nee ALC 
3 dp sin p — (Ì do) cos p 
COS? p si AN 
p sinp 


Verwaarloozen we nu ({dp)?ecosp ten opzichte van 
sdpsinw, dan krijgen we: 


ze la OE Ed 
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Ontwikkelen we thans EP dep) in een reeks volgens 
de opklimmende machten van 4 Ei dan vindt men: 
EL 0 G do)° sin p 
Be ide)=ter— dent Se (23) 
Verwaarloozen we nu alle termen, waarin de voorkomt 
met hoogere macht dan de tweede, dan is: 


4 do 1 GE dp)? sin p 
ep tele bd) 
Substitueeren we dit in (13), dan vindt men: 
h en mT f(a) MEE 
| G de)* sin 9 
tg (p-— 4 do) RENTE RS. 
Hiervoor mag men schrijven: 
ed NL 
tg(p— do) kes _ ($dp)?singp — 
cos° p tg(p — + dp) 


Ontwikkelen we nu de laatste breuk door deeling, en 
verwaarloozen we de hoogere machten van (4dp, dan 
vindt men: 

EE _&de)sinp — 
in: tg(p — $ dp) k + rte 
Substitueeren we (12) in deze vergelijking, dan vindt men: 
LEREN dp)? sinp : 
h= ACH + en me 
Men vindt nu voor de benadering van den wortel: 


Ne on ks (4 dp)’ sin v 
a=ath=00— A0 [1 + Ee 


of : 
| (3 de)? sin p 
Po CEE Ene 

Deze uitdrukking voor « is natuurlijk niet volkomen 
correct door alle verwaarloozingen, die wij begaan hebben. 
Echter kunnen we wel zien, dat zij weinig van OA zal 
verschillen. 

Opmerking. Wanneer f’(a)=0, dan krijgen we de ver- 
gelijking van Newton terug. Dit is duidelijk, indien men 
bedenkt, dat in dit geval kromtecirkel en raaklijn samen- 
vallen. 

Toepassing [. 


Gevraagd wordt den nden machtswortel uit een gegeven 


getal k te benaderen. 


ns 
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Oplossing. We krijgen tot vergelijking: 
Mee 
of: 
fo)=a —k=l. 
Verder is: 
fl CES krik ze (9) =n (n —1) T°, 
Zij a eene benadering van den wortel, dan kan men stellen : 
n=adh. 
Men vindt dan: 
flay=d —k: f' e= fe f(a) =n(n—l) am 
Door toepassing van formule 1 vindt men: 
ee NCD ne 
(a —k)n(n —1) nm tn 


of na herleiding: 


2n—_2 


2a (a —k) 
(n— 1) (a —k)—-2na' 
De nieuwe benadering van den wortel is dus: 

2a (a* —k) 
(n=) (as kk) 2n a” 
Men vindt bij uitwerking : 

PN EEL NE Pee CT) 
na 4 (n 1) k 


Deze formule heeft eene zeer symmetrische gedaante 
en is daardoor gemakkelijk te onthouden. 


LE 


==adh=ad 


Voorbeeld. 
78176. | 
Als eerste benadering stellen we: x=3. 
Dan is: Ene 
aj 6,9: J- 8,3116 
CL 337 6,316 
iet O2: 


Berekenen we logarithmisch, dan vinden we: 
SLOOM 
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Opmerking. De formule Il is zoodanig, dat men ook k _ 
kan benaderen, indien @ en n gegeven zijn. 
Men vindt dan voor &: 
ata (n-lala”. 
(n + 1)a—(n—l)x 


Re 


Voorbeeld. 

Gevraagd wordt: 2,853*. 

Men heeft: voor a =d. 
VDS 


Dus: br Oem 
Logarithmisch berekenend, vindt men : 


k — 66,2532. 


Wanneer „ een groot getal is en # eene waarde heeft, 
welke weinig van de eenheid verschilt, dan kunnen we met 
behulp van formule II eene nieuwe benaderingsformule 
afleiden, welke van toepassing is op vraagstukken, die 
betrekking hebben op samengestelde intrest. 


Vraagstuk. Een. kapitaal van f 1 staat n jaar op 
samengestelde intrest uit. Het eindkapitaal is k. Gevraagd 
wordt de rentevoet r. 


Oplossing. Men krijgt tot vergelijking: 
107" =k. 
We stellen nu als eerste benadering 1,0r=1 +. 


Door toepassing van IL vindt men nu: 
nj (ei) Ei) (etije 
Peri) ef) (eik 


m \ mn 
Is nu » een groot getal, dan zal (Gi De » ) naderen tote … 


EE (1 ee 


Zoolang n evenwel eindig blijft, zal deze uitdrukking 


kleiner zijn dan e”. 
Door toepassing van de theorie der kettingbreuken vindt 
men voor e de volgende benaderende breuken: 
2 3 8 11 19 


’ 19 ’ VE) Lede wer ate dt 


AS De ik 
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Schommelt nu om de waarde 30, b.v. van 20 tot 50, dan 
kan men voor de benadering & nemen. 

Is „ grooter, b.v. 100 en meer, dan zal de waarde ! 
eene goede benadering opleveren. 

Wij zullen echter vooreerst algemeen blijven en (ir 5 
in de onderstelling, dat n groot is, e‚” blijven noemen. 

Men krijgt dan de benadering: 


mi (1-2 nde +atDk np 
AGO ram 


In deze formule is m de eenige grootheid, welke nog 
onbepaald is. 

We kunnen er dus nog vrijelijk over beschikken. 

Om tot eene benadering hiervan te geraken, kunnen we 
twee wegen inslaan. 


1. Over ’t algemeen zal de rentevoet niet veel af wijken 
van 3 à 5°/. We kiezen nu m zoodanig, dat 
TN OD 
n — 100 
en nemen voor p dat geheele getal, hetwelk een uitkomst 


geeft, welke weinig van het bovenstaande afwijkt. 


II. Een tweede en meer nauwkeurige wijze om p te 
benaderen vinden we als volgt: 


We denken ons m zoodanig bepaald, dat (1 - ze) de 
waarde 1,0" verkrijgt. De voorwaarde hiervoor is dat 
n— De" +(nHik oi 


nale ln 1) ke 
Hieruit volgt, dat 


Me 
€, == Ks 


Dus: 
fm) =e, —k=0 
f'(m=e,1ge, 
f'm)= e{" (ge). 


Zij b eene benadering voor me, dan vindt men door toe- 
passing van 1: 
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h= nd 
b b / 

(es — We, (lge,)? — 2e, (leer)? 

Ol; 


1 1, 
pmen 2(e, —k) wr dee ED 


b Ziet) Ö 
Ige, ie, —k)— 2e") lige, .(k He, ) 
Stellen we nu bij benadering Ig e, =1. 
Dan is: 


pe) 
ed) 
k He, 
Nn 
Dus: mebth=bt Et, 
ke, 


Na uitwerking vindt men: 
b 
lt) 3 + (bH2)k 
a LAT 
Nemen we verder aan, dat e‚, =$}, dan gaat de verge- 
lijking over in: 
al ad € 
hen Ne 
8 3 .k 
We nemen voor m het geheele getal, hetwelk het 
dichtst tot (28) nadert. 
Voorbeeld. 
Een kapitaal van f 1 groeit in 40 jaar aan tot f 10. 
Gevraagd wordt de rentevoet. | 


Men heeft dan: 1,0r= (14-40) 
of: 


89. (87 41.10 
Al. (8) +39.10 


39.87 4 410.3" 
A1 8% SON EE 


1Or= (1455) 


waarin 
Meld: 
Als benadering nemen we b=—=?2, 


Dan is volgens (19): 
del 32.410 >, 
NE 


We nemen nu voor m == 2. 
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Dau gaat de vergelijking over in: 

a 39,64 J-410,9 — 
gerne ie 

Logarithmisch berekenend vindt men: 1,05925. 


Uit formule III volgt, dat men zoowel de rente, als den 
tijd en het eindkapitaal kan berekenen. 


Waorbeeld, 
Een kapitaal groot f 1 staat 100 jaar tegen 4°/, uit. 
Gevraagd wordt het eindkapitaal. 


In de formule III moet men nemen: m=4; 1,07 = 1,04. 
Nu kunnen we verder voor e,‚ nemen $ of \. 
Men vindt voor e=: 
jen schist rede 
LOMNLOE OT T Je 


Dus: 
Dd. 

Nemen we daarentegen voor e‚ ==}, dan vindt men: 
k=(#)* — 50,561. 

DiHnmisch berekenend vindt men : 50,505. 

We zien dus aan dit voorbeeld, dat e‚, =$ steeds goede 
benaderingen geeft, indien n niet te groot wordt, en b.v. 
onder 100 blijft. 

We kunnen in dat geval voor formule III schrijven: 


ne l8e Ene k 


L0r= (12 Zi) | SEAT) 
(n +18" + (n —1)3".k 
Voor m moet men de waarde nemen, gevonden uit: 
Cd tee Ta EMA) 
Men vindt dan, indien 5 5 eerste benadering is: 
pet 8 28 (LV) 
g dent gs 


We nemen dan voor m het geheele getal, hetwelk het 
dichtst tot IVb nadert. 


Toepassing. 


Gevraagd wordt de #-(a® + 5”) te benaderen, indien a > b. 
Zie hiervoor Hütte, bladz. 46. 
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We stellen als eerste benadering: x=. 
Volgens formule Il vindt men dan: 
sg lj El Da be 
(nd 1a” dn — 1) (a” + 65) 
of na herleiding: 
ae Mena etna D.be 
na + (nel) b. 
Zij nu n= ?2, dan gaat de formule over in: 


(V) 


Maken we nogmaals gebruik van de benaderingsformule 
IT, terwijl we als benadering aannemen de waarde V. 
Men vindt dan na herleiding : 

Aa? +3b? ( 64a® + 96atb? + 36a?bt + 3b° 
PENARIE DE TE 

De vorm, tusschen de accoladen geplaatst, zal weinig 
van de eenheid verschillen, indien 5 klein is ten opzichte 
van a. Bovendien zal deze vorm steeds grooter wezen 
dan de eenheid. 

Daaruit volgt dus, dat V een te kleine waarde voor de 
benadering oplevert. 

Om nu een inzicht te krijgen van de waarde dezer 
benadering, kunnen wij het volgende opmerken. 

In ’t allerongunstigste geval zal b=a zijn. Dan gaat 
(20) over in: 


(29) 


_,4+3 199 
Par» 1 LAM2IBa. 


Deze waarde 1414213 =\V?2 tot in de laatste decimaal 
nauwkeurig. 

nst allerongunstigste geval zal dus de formule V +4 a 
te klein worden. 

Passen we dus steeds formule V toe, dan kan de fout 
ten hoogste +7a, d. w.z. ongeveer 1 °/, bedragen. 

De hierbij gemaakte fout bedraagt dus ten hoogste } van 
die, welke voor de formule in Hütte opgegeven Son 
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Les Principes du Calcul différentiel et intégral 


PAR. 
Dr. A. KEMPE (Rotterdam). 


Dans se qui suit je me propose de traiter des principes 
du calcul différentiel et intégral sans avoir besoin de la 
théorie plus ou moins artificielle et au commencement peu 
persuasive des limites de certain formules, estimées jusqu' 
ici indispensables à Introduction dans ce calcul. 

Par là jespère qu'il peut être enseigné même aux élèves 
de nos classes supérieures des écoles moyennes, qui jusqu’à 
présent étaient accoutumés à une méthode exacte et simple 
dans les mathématiques. Le conseil du Professeur aux 
élêves: „de ne pas s’arrêter trop longtemps aux difficultés 
du commencement, au contraire d'aller, d’aller toujours et 
que la confiance viendra,”’ comme passait à D'ALEMBERT 
en commencant ses études infinitésimales, est une violation 
de toute paedagogie saine et en même temps une injustice 
à une science, qui est la conséquence elle même. Vraiment 
il faut que ce précepte cesse d'en être un dans un temps 
où on exige, et à juste titre, qu’ enseigner soit persuader. 

J'ai tâché de subvenir à ces difficultés en suivant un tout 
autre chemin, que celui qu’on a suivi jusqu’ ici, Au lieu 
de’ me servir des limites, j'introduis directement dans le calcul 
les différentielles comme quantités finies, quoique très, très 
petites. Avant eependant d'entrer dans mon sujet, que quel- 
ques réminescences précèdent. 

«. Quand a est la base des logarithmes de BRIGGS et 
e celle du système de NEPER et quand ont désigne les 
premiers par log et les derniers par !, on aura pour tout 
nombre p quelconque: 


_logp EE 
T loge on 6 fi (1) log p= —= Mi X lp A (2) 
M_ = ge est nommé: le module du système de Briggs. 


Les équations (1) et (2) transforment les logarithmes des 
deux systèmes les uns dans les autres. 
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£. Quand n est exposant proprement dit (absolu et 
entier) on a: 

—l — —?2 | 
ete tr at ett @ 
qu'on démontre aisément. 

Quand 7» n'est plus exposant proprement dit (négatif, 
fraction etc), on ne peut plus se servir de (3), parceque 
les coëfficients et les exposants de x ni se répètent, ni 
diminuent jusqu’à zero. On écrit alors (3) sous la forme 


eraa (tte) = 


=a [itn «' Gon —]l) x(8)° ree x($ Jed A 


Etant —1< 5 < +1 et n une valeur finie quelconque, on 


démontre que (4) a une limite de la manière suivante: 
On a pour le terme Í) 


=t wter a td 


Ê ‚OU Se quand neme 
gd dee p D Piers 
elle serait > 1, diminue avec p grandissant; (p. e. pour n = —5, 
elle sera successivement à partir de t,, &°, , B, 5, ó 
etc, le signe excepté) et que par conséquent En Eg 


aura une valeur <1 quelque part. A partir de ce moment 
les termes s’abaissent de plus en plus, chaque terme suivant 
est plus petit que son précédent, de sorte qu’à la fin des 
fins ils aboutissent à zero. C'est alors que la limite de (4) 
est atteinte. 


y. Quand on pose dans la formule (14) des valeurs 


de n toujours grandissantes, la formule s'approche de plus 

en plus à une valeur 2,71828.... qu'on a pris pour base 

des logarithmes de NEPER, citée plus haut. On le démontre 

aisément en posant dans la formule du binome 

Ate) =it jet A ij Ee eh En en Le + 
n(n—l;(n2)(n — 8) nml). Ee U Elis 

gemend KE EEEN En 


(4) 


et (Ie) 


| le Iz n 
n= doù (LH) lt Tg he te 


CE rd 


en PEREN knal 


Pour n= ou très grand on a: 


l\x 1 1 1 
(as) =ltgh a ba bee rt 


Pour k=10 on a déjà (14) —2,71828 … 


Généralement on écrit la formule (1 +ò%!=e, sous en- 
tendu que ” soit très grand, par conséquent ò très petit 
Bind. 


Maintenänt, pour entrer dans mon sujet, le suivant: 
Nous entendons par différentielle d'une variable indépendante 
ou d'une fonction de cette variable — nous supposons cette 
augmentation 
diminuation 
quantité ou de cette fonction, mais si petite quelle soit compa- 
rable p.e. la première à un grin de sable par rapport à toutes 
les dunes dela terre, autre par rapport à úne dune ; n'importe: 
que la configuration de la différentielle soit à volonté et 
subjective, mais qu'elle prenne le caractère de quantité finie, 
définitive, ne changeant plus, quoique très, três petite. Par 
là cette différentielle peut être multiplicateur et diviseur. 

C'est en cette définition de différentielle que je diffêre 
de lacception ordinaire et c'est à prendre ou à laisser, 
mais c'est avec elle que je tâche de faciliter le commen- 
cement difficile de cet Étude. 

Cette différentielle on léerit de ou df (w) et ce d signifie 
simplement: „je prend la différentielle, la toute petite 
augmentation 
diminuattion 
„done à eette question: combien est df(«), quand x est 


augmente En 4 
diminué de de; c'est donc le résultat de f(a da) — f(a) 


terminologie connue — une toute petite e cette 


de zou de f(x)” Le calcul différentiel répond 
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or df(x)=f(ed-de)—f(e). Fixons les idées à Vaugmen- 
tation de @ pour le moment. 

Ceci posé on a: 

1°, Puisque toute quantité constante c est finie et ne 
peut subir aucune augmentation, que petite qu'elle soit, 
de =0 et puisque nous considérons de — x étant la variable 
indépendante proprement dite — comme três petite quantité 
finie, ne changeant plus, dd = 0, 

20, Quand on a f(@)=a*, que devient dr“? u étant 
une constante queleonque. 

Nous avons f(« + de) = (a + dx)“ = 


= af (1 Ez A [14e en (5 2) Hete. ] 
of (@ + dx)“ — rf = 


= UL En (22) + ete. nad) 


Ee étant quantité très en on a donc en (44) 


dae ren DAD daten 


Maintenant la serie (5) est Ride à (4) et guand on se 
borne à une première approvimation et qu'on néglige les 
termes qui suivent la première, on a: da —ugkTl da, 

. . . 5 dar“ 
ou puisque on peut diviser par dx: pra 
Bien souvent on écrit f’(«) au lieu de zin 0 MS ce qu'on 


d f(x) ou da — ze 


nomme la première déricée de f(a), voulant be. par cela, 
que laugmentation de f(x) se borne à une première appro- 
ximation. 


Puisque de peut être diviseur et multiplicateur on a: 
df (a 
fo) et df) f"(@) de 

39. Combien est dp®, p étant une constante ? 

Nous aurons f(@t4de)=pttit= pt xpit....…. 6) 
et puisque p= eP et (143) =e, on aura p= (14 DP et 


Ipd ES 
EN een BAE x(8)?+ etc. 
suivant (4). 
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Or (6) deviendra 


CH, ì A— „ 
pee Ae [ itnipde Xd Ge 1) Xr ete, | Ee 
l. 
srt ge id a Odon et Is, De etc. 


Prenant la premiêre approximation seulement et sachant 
n xXò=l nous avons: 5 


rde doa t 
dps p pdr et Id Up. 


49, f(@) étant =log, combien est d log ax ? 
log (ada) = log e(t En) | —=log re + log ( 1+- ei ), d’où 


log (@t-de) — log ou dlog x= log (1+- ) ou suivant (2) 


de 
=M XII SE) bert WEE CAD 
Quand on pose maintenant ! Uk 4) — y, alors dn 1+- a 
d 
TG) 
et puisque e= (1d), la formule (8) prend la forme 
ETEN ERG 


Quand on effectue lYopération des deux côtés en (84) et 


5 B A 
qu'on se borne à une première approximation, ò et — 
étant quantités très petites, on aura: nypòd =p ce, ou 

dae : 
AVOND lj 7 * mais y étant / (1 + Ei) on aura: 
l es Oe 
Lit 2) Ee en première approximation, d'où (7): 


M 
be, En dlogx a 
TANTES M in Le En 
5D. Combien est d[f 2 xe (ae) Peo 
Posons f(@)=u et plo)=v, puis f(a +dx)= ut du et 
ple + dr) =v dv, en multipliant on aura: 
Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. Á 
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f(a H- dae) Xp (ae + de) =uv + udu + vdu + du X du 
f(@) X p (w) == uv 


Done: f(et-da) X p (a + dae) — f(a) X 0 (ax) 
ou d[f (a) X p (@)] = udwv + vdu du Xdv. . . (9) 


Observons maintenant, que quand le résultat d'un calcul 
— nous soulignons le mot résultat — est @ + de, da + (de), 
vdu + du X de ete. et que nous nous bornons à une première 
approxtmation, de est quantité néeligeable par rapport à x, 
(dae)? par rapport à de, du X dv par rapport à vdu etc, 
toujours en est, qu'étant résultat de calcul et première appro- 
eimation, linfériorité de deuxième ordre peut être négligée 
par rapport à celle de première. Sous ce point de vue 
(9) peut s’ecrire: 

df (2) X 9 (o)}= udo J- vdu = f(a) dp (wo) + pl) Xd fw) = 
=f(@) X ow) dr + (a) X f'(w) dx et 


d BEDS e ()} —= f(x) X /(e) + p (@) X f («). 


Par conséquent: 
d (aa) (a étant une constante) = ade + vda = adr, 
da étant = 0. Remarquons la place que prend a. 
69. f(e)=sinp, combien est d sin op ? 
On accepte que, quand dp est tout petit angle, sin de = 


=dpe=tgdp et cosdp=l comme nous acceptons en 
Goniométrie. Or on aura: 


d sin p = sin (p4-dp) — sin p = 
= sin p COS dp + cos wp sin dp — sin p —= COS vp do 


A , 
10. De même on aura d cosp = —sinwdeg et A — Sing 


dp 
8). A l'aide de 6° et 70 on trouve f'(x) étant = arc sin ©, 
sinp=« et sin (@ + dp) = a + dx. 


arc sin (x@ + da) =p + dp 
arc sin «=p 


are sin (« + dx) — are sin # ou dare sin @ = dp 


5l 


op: daresina dp _ dp ee AED 
ì dae de sin (oddp)—sine dsine 
pi do B iN hie 1 hier 1 
_ cospdp cosp HWV(1— sin?) == Vil — @?) 
da 


BUGLE — 
Etc. 

Je n'ai cité que quelques formules fondamentales, les 
autres on peut les démontrer d'une manière analogue. 
Remarquons que la différentielle d'une fonction est une quan- 
tité petite, mais que sa dérivée peut être une quantité 
assez considérable, d'où lon eonclut, que la différentielle 
d'une fonction, quoique petite, peut être plus grande que 
la différentielle de la variable indépendante: le grin de 
sable par rapport à toutes les dunes de la terre et par rap- 
port à úne dune ; justement comme en arithmétique : le quo- 
tient d'une quantité petite par une quantité encore plus 
petite peut avoir une valeur assez considérable, etc. 

Comme on voit, le calcul différentiel lui-même, n’ayant 
pas besoin pour sa démonstration de la Géometrie, se range 
parmi les chapitres de lAlgêbre supérieure; son appli- 
cation à la Geometrie analitique et à la Mécanique analy- 
tigue est d'un charme irrésistible absolu pour le matheé- 
maticien : nous en reviendrons tantôt. 


Ee?) 


YInverse du calcul différentiel est le calcul intégral, c. a. d. 
étant donnée la dérivée d'une fonction ou sa différentielle, 
trouver la fonction elle même, ou en d’autres termes: 
Etant donnée f'(x) ou d f(x), trouver f(x). l'Indication de 


cet opération est | ‚ signifiant un 2 (somme), car on voit 


qu'en effet il s'agit ici d'additionner une infinite de petites 
parts pour intégrer entier, quand on econnait une toute 


petite part. Les signes i et d se trouvant ensemble, se 


détruisent done mutuellement. 


Quelques unes de ses formules fondamentales sont les 
suivantes : E 
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7 n rel ij). n n 
etant dr —= nx dax on aura Í ne de == ĳ dr == 


bj) dp? die Ipda » ” fo” Ipde En p” 


PD EN EN fode =a far =as. 
Remarquons la place de la constante a. 


„ dsinp=ecospdp on aura eos pdp=sinp etc. 


Elles n'exigent pas une explication détaillée, remarquons 
seulement qu'une fonctions sous [ doit être exprimée en une 


seule variable indépendante. La constante d'addition, laissons 
là pour le moment. 


Passons maintenant à l'application de ces deux calculs 
à la géometrie analytique. Là et à la mécanique analytique 
ils sont indispensables. Nous supposons que le commencant 
en calcul différentiel a les notions nécessaires de la 
première. 

Quand on représente, une courbe par y = f(a), c'est porter 
la gêométrie sur le terrain de l'algèbre; par là on peut 
aussitôt y appliquer le calcul différentiel et se demander: 


que signifie maintenant a ou f’ (a)? 

Considérant la circonférence d'une courbe comme un 
polygone, termé ou non, dont les côtés sont de tout-petites 
lignes droites, on peut les nommer éléments de la courbe 
et c'est pour ainsi dire dans Yordre des choses, d’attacher 
à ces éléments l'idée de différentielle de ligne droite ; les deux 
extrémités de l'élément sont alors deuw points successifs de 
la courbe, le prolongement de lYélément marque la direction 
de la courbe entre ces deux points successifs, et fait la tangente 
à la courbe en ces deu points: c'est done correct de repré- 
senter cet élément par ds, s étant la circonférence de la 
courbe. La géometrie élémentaire fait coïncider ces deux 
points et le dit point tangent, la géometrie supérieure les 
sépare et attribue à la tangente la propriété d'être unie 
avec la courbe en cet élément ds. Par eonséquent la direc- 


tion d'une courbe change de point en point ; au lieu d'avoir 
nulle direction déterminée quelque part, la tangente la 
détermine dans les différents points de la courbe qui se 
succèdent, et A et B étant deux de ces points, dont les 
coördonnées sont (x,y) et ( + dee, y + dy) il est évident que 


AB ds EI1e. 1) a ou f'(&) =tgr, 7 étant langle que fait la 


tangeùte avec l'axe des Xs; que (ds)? = (de)? + (dy)?, 
dy =detgr, dy =dssin r etc. 

Quant à Yéquation de la tangente, dite à un point «, y, 
de la Parabole, elle est la suivante: 


F4 
5 
M 


Fie. 2. Fig. 3. 


«) Soit AB un élément ds de la courbe (fig. 1), alors CD 
est la tangente et les coördonnées de A et de B #,y, et 
®,J-de, y‚ +dy,. Puis l'équation de CD qui passe par 
les points A et B est 


Yi — Yr — dy, de 
vn de Cre)= gp er) « «(10 


Pour caractériser (10) comme tangente à la Parabole 
il faut y‚? =2px, ou 2y,‚dy, =2pdax, ou En —_Ù d'où (10) 
Li Yi 
Ue) arn Er Saer 11) 
Yi 


où yy, — Yi PEPE, 
mais y,‚° =?2pa, on aura pour l'équation de la tangente: 
yyi=P (erde). « « « « « « (12) 


2. La longueur -du rayon de courbure dte au point 
@,y, de la même courbe. (Fig. 2.) 


Di 


Eme ARE (Ee 
Ye == Yi + dy, Ys = Ya +ÄY2 
les trois points successifs par lesquelles le cercle de cour- 
bure passe. Puisque les éléments AB et BC ont de différentes 
directions, il n’est pas permis d'accepter l'égalité entre 
dae, et de, les projections de AB et BC n’ètant pas égales 
(tout grin de sable n'est pas de même petitesse). 

Maintenant nous aurons: 

’Equation de la tangente AB sera suivant (11) 


Y-y = „ee. EN heer 


1 
’Egquation de la tangente BC sera suivant (11) 


Soient A(x,y,), B 


a ve ne Ere 
ORmek Te Ba). ‚ (14) 


YEquation des normales AM et BM en x,y, et # ya 
(AB et BC n’ont pas de milieu) sont: 


vn @—)(5) eye (et). (16) 


Puisque tout faut se reduire à &,y,‚ nous changerons 
Ly Ye en @, +dr, et y, +dy, d'où les équations des deux 
normales AM et BM seront: 


Un Vin en …_… (15) 
tyd UE Uem, de) (B) 


Les coördonnéés (én) du centre de courbure M seront la 
solution de & et y des équations (15) et (16). Le calcul sans 


grandes difficultés (aïvision par dy, et remplacer Er par 5 ) 
nous donnera : 


6) 
Emp t3ej Hd, n= Si 


et puisque dx, peut être négligée par rapport à p et 3x, 
£=pt 34, 


La longueur du rayon de courbure on la calcule aisément 


bs M= e= Va EP Hy — |= 
/ n (nm? 23 
HV |@ pet (u) De en IE 
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y. La même longueur dite au point x, y‚ de VEllipse. 
Dz =D + Ze) 
Ye Yi + dy, 


et C Loe Be) (fig. 3) on a dAB et de BC comme 
Ys =Y2 + dys 


en (10): Yi ee) | 
: DE RAD. 
pour les rêduire en équations de tangentes dites aux points 


Des trois points successifs A (@, y‚), B 


TU: GT hs 
druiet rays de VElipse -on- aura ahh Arid. et 


Dy PE 20ï dy, be, a Sal n° 
le OU ame est et AE X jz» Puis 
les équations des normales aux mêmes points 
a? 
y= En en 4 0 pee (18) 
days 
Lr Das De OR 
aw + dy,) OK 
Ee h3 (a; de, Xx (x Li da,) entente Wen oe (19) 


De (18) et (19) résultent les coördonnées £ et ndu centre 

de courbure M,‚ calcul qu'on peut abréger par ci par là 
2e 2 
(mettre p. e. pour y,‚° =b? — Zn parce que & doit être 
exprimée seulement en x,, et ne remplacer da, par zéro que 
dans le résultat final). On obtient: 
AD rr (bart big) de, 

== a en ee 20) 

Puisque b?a?x,°—bte,* ne peut être oo, on peut négliger 
le produit par dx, par rapport aux autres grandeurs 
du résultat. 

Pour n on trouve par (18) 


Ps! 
in 2D 


les formules connues. 
Pour le rayon de courbure p on trouve: 


; (bt 2)3 
ne OR 
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; Ki ndAR N N$ 
Je m’abstiens de la réduction à la forme p= —- et sa 


2 
belle construction géomeétrique ( p êtant pourl'Ellipse / ) 


par ce que ce n'est pas de mon sujet. 

Tout ee qui préeède est possible aussitôt qu'on décompose 
la circonférence de la courbe en lignes droites, tout-petites, 
mais pourtant finies, ne diminuant pas incessament, abou- 
tissant à rien. C'est ainsi que la géométrie et lalgèbre 
s'interprêtent mutuellement d'une manière bien remar- 
guable. 

ò, Maintenant soit à calculer l'Aire comprise entre un 
arc de Parabole, Yaxe OX et l'ordonnée ED (fig, 4). 

Considérant la courbe OA comme 

c ED 4 composée d'une três grande quantité 
d'éléments ds —= CD, laire comprise entre 
„OD, Yordonnée DE et labscisse EO 

X est composée d'une três grande quantité 


À ko je de différentes petites trapèzes, d'où CDEB 
lens en est une. | 

L’aire CDEB =[_IBEDE — ADCF = y X da — JdyXda et 

vaire- ODDEO= | de Ad) 


Puisqu’'on peut négliger dyda par rapport à yde (9), 
Paire demandée sera | yde entre les limites #=0 et # = 
OE =a, qu'on écrit ordinairement 


qd q 
Paire — ODDEO = Í yder, signifiant | yd — | yd. 
0 0 


YIntégration exige que y soit fonction d'une seule variable x 
et puisque l'équation de la courbe est y? =?2pax, laire 
demandée sera : 


[44 a 
Yaire _ ODDEO — [ (pad) dr == Ap [ Ee 
0 0 


a 
8 


a 
3 3 
menij 2p Í d (5 x°) En À V2p DU t° l= 2 V’2p De a’ = 
0 


0 
—= Zal 2ap= Za X DE = 2 OGDE. 


Di 


e. Soit à calculer lAire d'une Ellipse (fig 5). 
Le quart de VEllipse se composant 
d'une multitude de petites trapèzes CDEF / 


et Faire CDEF —[TICDGF—ADEG 8 E 
nous aurons directement : v 
laire du 4 Ellipse = Ô CEA! 
5 je Fig. 5 
== | (yd — 5 dyda) —= il VOT 25 
0 0 


/ 2 2 
L’équation de PEllipse étant (5) + (4) —1 (OAma, 


OB =b) Y'Intégrale (23) se change en: 
a (4 


fte [ol (2) Vr) len 


Observons ici que le charme et en même temps la 
difficulté de l'Intégration consiste pour une grande partie 
à réduire une intégrale difficile à une intégrale plus facile. 
est ce qui nous oblige ici à la réduction suivante: 


Mettons = =— Sin p ( eel étant) or der =acosrde et 


g=0) fait p—=0 et #=d fait pas dis Par là on éerira (24): 
Ber GN 


far Vi jn af os ton | X 2 cos? edp = 
47 DE 
tar (cos? + cos? 2de fiat od COS°p) dp = 
4 
— tab | (dp — sin" edp + COS? pdp) = 
0 
La 
— tab (dp — sin p X sin pdp + cos p X cos pde) = 
dar 


—=jab | (dp + sin ed cos p + COS pd sin p) — 
0 
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Jax + 
2 2 


=} ad [ide + d (sin p cos g)}= tab | d[e + sin p cos 9] — 
Ĳ) 0 
7 


= }ab (ot sinwpeose) \ —=ab Xi. 
0 

Ainsi Yaire de VEllipse = abr et aire du Cercle (a=b=r) 
== T. 

Arrêtons nous ici. J'ai laissé de côté quelques formules 
fondamentales comme dlaf{(x) + be ()] = adf (xe) + bde (x) 
ete. pour ne pas surcharger mon sujet: je n'écris pas un 
cours d'analyse, japplique seulement mes idées de diffé- 
rentielle à la démonstration de gwuelgues formules fonda- 
mentales. J'ai tâché d'ôter cet impression de vague, 
d'incertain, qui s'attache au commencement de l'étude du 
calcul différentiel, ce qui toujours a été limpédiment 
d'introduire cette branche de mathématiques dans notre 
enseignement moyen. 


boekbespreking, 


D. M. Y. SOMMERVILLE. The elements of Non-Euclidian 
Geametry. 5 

London, G. Bell and Sons, 1914. 

Dit kleine studieboek, in handig formaat, bevat uitge- 
werkte lezingen, welke de schrijver in 1913 over de niet- 
euclidische meetkunde hield. Hij volgt daarbij de methode 
van Euclides door uit te gaan van axioma's. Vooraf gaat 
een hoofdstuk met geschiedkundige mededeelingen, waarbij 
eenige schijn-bewijzen voor het vraagstuk der evenwijdige 
lijnen worden besproken. Daarna wordt eerst de hyper- 
bolische meetkunde opgebouwd, dan de elliptische. Wat 
hierin langs meetkundigen weg gevonden is, wordt in 
een volgend hoofdstuk langs analytischen weg nagegaan, 
en uitgebreid. Een afzonderlijk hoofdstuk is gewijd aan de 
wijze van afbeelden van niet-euclidische figuren, waarbij 
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verschillende methopen van projectie en transformatie ter 
sprake komen. Het volgend hoofdstuk is philosophisch. 
Daarna behandelt de schrijver stelsels van cirkels; inver- 
sie; en niet-euclidische kegelsneden. 

Het boek is ruim voorzien van figuren, en is zeer dui- 
delijk geschreven. 

De meetkundige hoofdstukken kunnen worden gevolgd 
door iemand, die de meetkunde heeft doorgewerkt; voor 
de andere is eenige kennis van analytische meetkunde 
noodig. Een aantal vraagstukken zijn opgenomen. 

Men zie ook de volgende besprekingen. 


Prof. Dr. HK. DE VRIES. De vierde dimensie. Hene inlet- 
ding tot de vergelijkende studie der verschillende meetkunden. 

Groningen, P. Noordhoff, 1915. geb. f 3,25. 

Evenals het hiervoor besproken boek, behandelt dit de 
niet-euclidische meetkunde, doch op een geheel andere 
wijze. De sckrijver heeft zich ten doel gesteld een popu- 
laire bespreking te geven van de grondslagen, waarop de 
theorie berust. Daarin is hij uitmuntend geslaagd. Zeer 
geleidelijk ontwikkelt hij de verschillende standen van 
lijnen en vlakken in ruimten van meer dan drie afmetingen, 
en wat daar verder mede in verband staat; een enkel 
onderdeel zou men anders kunnen wenschen. 

Het onderscheidt zich van het voorgaande en het volgende 
boek daarin, dat het slechts weinige flguren, en geen 
analytische berekeningen bevat. Daarentegen vermeldt 
het de regelmatige lichamen, die inder jd door P. H. Schoute 
zijn onderzocht. 

Geschiedkundige aanteekeningen zijn door het boek ver- 
spreid, waar dit noodig was. | 


HEINRICH LIEBMANN, Micht euklidische Geometrie. Samm- 
lung Schubert XLIX. 

Berlin und Leipzig, G. J. Göschen. 

Op andere wijze ingedeeld dan de beide voorgaande 
werken, doch het meest gelijkend op dat van Sommer ville, 
geeft dit werk eerst het parallelenpostulaat met een stelsel 
axioma’s volgens Hilbert, de hyperbolische meetkunde en 
trigonometrie, doch dan lengte- en inhoudsberekeningen 
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met behulp van integralen, de analytische meetkunde van 
het hyperbolische vlak en haar voorstelling in het eu- 
klidische vlak. Daarna volgt de elliptische meetkunde, en 
ten slotte de niet-euklidische mechanica. Hierin wordt o.a. 
de stelling van de Ceva afgeleid uit de grondeigenschappen 
der statica, nl. het parallelogram van krachten, en de 
mogelijkheid van verplaatsing van een kracht in haar eigen 
richting ; de planetenbeweging wordt onderzocht; ook wordt 
het relativieteitsbeginsel in verband gebracht met de hyper- 
bolische meetkunde. Geschiedkundige mededeelingen zijn 
vrijwel alle in de voetnoten opgenomen. 


W. PRANZ MEIJER, Differential- und Integralrechnung. 

ler Band, Differentialreehnung. Sammlung Schubert X. 

Berlin und Leipzig, G. J. Göschen. 

Voor iemand, die de D- und I-rekening wil leeren, is 
dit boek minder geschikt; wie reeds een goed overzicht 
heeft, kan het boek ter hand nemen om zijn kennis te ver- 
diepen. De eigenlijke differentiaalrekening wordt vooraf- 
gegaan door een uitgebreide inleiding, betreffende grens- 
waarden, en gevolgd door een uitvoerige behandeling der 
convergentie van reeksen. 


THEODOR SCHMIDT. Darstellende Geometrie. Band 1. Samm- 
lung Schubert LXV, 

Berlin und Leipzig, G. J. Göschen. 

Ontstaan uit lezingen, aan eene technische hoogeschool 
gehouden, geeft dit boek hier en daar toepassingen op 
technische onderwerpen. 

Uit alles blijkt echter, dat een wiskundige aan het woord is. 

De gewone beschrijvende meetkundige constructies wor- 
den in weinige bladzijden behandeld. Reeds zeer in het 
begin laat de schrijver de assen weg, waardoor de bere- 
keningen een eenigszins ongewoon aanzien verkrijgen. Bij 
de daarop volgende schaduwbepaling houdt de schr. ook 
rekening met verschillende graden van helderheid, en 
met reflexlicht. 

Het eerste hoofdstuk over kegel, cilinder en kegel begint 
met een bespreking van pool en poollijnen, enz.; het tee- 
kenen van een kromme lijn, in het bijzonder van een ellips, 
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waarbij eenige instrumenten vermeld worden; schaduw 
van een cirkel; constructies van boldriehoeken en drie- 
vlakshoeken ; kegelsneden. 

Bij de schaduwbepaling van bol, cilinder en kegel wordt 
gesproken over isophoten (lijnen van gelijke belichting). 

Het volgend hoofdstuk over de 3 lichamen behandelt de 
ontwikkeling er van, waarbij bijzondere punten eener 
kromme lijn ter sprake comen, en ook ontwikkelbare opper- 
vlakken in het algemeen. 

De schroef-lijn en -oppervlakken worden in het bijzonder 
behandeld. 

De doorsnijding van twee oppervlakken leidt tot de be- 
spreking van kromme lijnen van den vierden graad. 

De laatste hoofdstukken behandelen de axonometrie. 


J. G. COFFIN. Calcul Vectoriel avec applications aux mathé- 
matiques et à la physique 

Traduction et notation francaise par Alex. Véronnet. 
Avec une lettre au traducteur par Paul Appell. 

Paris, Gauthier-Villars, 1914. 

De schrijver maakt het den studeerende gemakkelijk 
door telkens de door vector-rekening gevonden formules 
terug te brengen in cartesische coördinaten. Daardoor blijft 
de lezer vasten grond voelen; bovendien laat zich het 
boek gemakkelijk lezen. Aan het eind van elk hoofd- 
stuk zijn oefeningen en vraagstukken opgenomen. Ruime 
plaats is gegeven aan toepassingen op electricitcitslecr, 
de mechanica en hydrodynamica. 

In een aanhangsel worden twee bewijzen van het theo- 
rema van Stotes, en een nieuw bewijs van het theorema 
van Gauss gegeven. 


DR. AUGUSTE GUILLEMIN. Zables de logarithmes à 3 qua- 
trades et nombres correspondants avec 12—13 chiffres. Système 
normal. 

Paris, Gauthier-Villars. 

Tusschen 1 en 10 worden 9999 getallen geïnterpoleerd, 
die cen meetkundige reeks vormen; tusschen 0 en 1 een- 
zelfde aantal getallen, die een rekenkundige reeks vormen. 
Deze laatste zijn de logarithmen van de eerstgenoemden, 


62 


De mantisse in 12 dec. van zulk een logarithme kan in 
drie groepen van vier cijfers gesplitst worden, welke de 
schrijver quatraden Q, Qs en Q3 noemt. Q, is de log. van 
een getal N, Q, van een getal 1 +«, Q; van een getal 
1 + 8, zoodat Q=Q, + Qs + Qs delog is van N(14a)(1+-4). 

De tafels geven Q, van 0 tot 9999 naast de waarden van 
101? XN, en loga (welke tevens voor log @ dienst doet). 

Is een log. van een getal gegeven, dan zoekt men eerst 
het getal N, behoorende bij de le quatrade, en log a be- 
hoorende bij de 2e quatrade. Daaruit volgt Na. Bij de 2e 
guatrade van loga zoekt men weder log «, behoorend bij 
een getal «,. Daaruit volgt Naa,. 

N + Na + Na«, noemt men N,. Bij de log. daarvan telt 
men op log, behoorende bij de Be quatrade van N, en 
vindt dus N @#, welke waarde nog bij N, moet worden 
gevoegd om # op te leveren. 

De getallen zijn niet benaderd tot op een halve eenheid 
der laatste decimaal, maar tot op een achtste eenheid. 
Door een punt boven of beneden naast de laatste decimaal, 
of een streepje wordt de benadering aangeduid. 

In een aanhangsel geeft de schrijver aan, hoe men tafels 
met 15 decimalen kan samenstellen, en hoe men de be- 
sproken tafel kan gebruiken om log, sin enz te vinden. 
Daarbij noemt hij een rechten hoek gor, met verdeeling 
in décigors, centigors en microgors. 

Meu zie ook de volgende bespreking. 


A. TRIGNART. Table auviliatre d'intérêts composés. 

Avec une préface de A. Barriol. 

Paris, Gauthier-Villars. | 

Evenals het hiervoor besproken boek, dienen deze tafels 
om uitkomsten in een groot aantal decimalen te verkrijgen. 

Daartoe zijn achtereenvolgens de machten berekend van 
1,0001. 

Is een getal A gegeven, dan kan men zoeken, tusschen 
welke machten («@ en « +1) het inligt. 

Om den nen machtswortel uit A te berekenen, bepaalt 

% 


men 3 ‚en zoekt het getal behoorend bij 1,001. 
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De schrijver heeft in het bijzonder gelet op het gebruik 
voor finantiëele berekeningen. 


H. G. A. VERKAART. Gids voor het evamen Wiskunde L.O. 

Groningen, P. Noordhoff, 1915. f 1,50. 

Dit boekje bevat een lijst van boeken, die bij de studie 
voor het examen lager onderwijs in wiskunde gebruikt 
kunnen worden; eenige wenken betreffende de studies; 
de schriftelijke opgaven van 1905 tot 1914; de uitwerking 
der opgaven van 1905 tot 1914, en ongeveer 500 vragen 
van mondelinge examens 


D. Kurr HENSEL. Zahlentheorie. 

Berlin und Leipzig, G, J. Gôschen. | 

De schrijver begint met vermelding van de grondeigen- 
schappen der rekenkunde, en het geven van verschillende 
definities ; behandelt de priemgetallen, en gaat daarna over 
tot wat de kern van het boek uitmaakt, nl. getallen van 
den vorm a +a,q +4a,q? + enz. Daardoor verkrijgt hij 
bekende eigenschappen in uitgebreideren vorm. 


Dr. HANS WirreE. Raum und Zeit im Lichte der neueren 
Physik. | 

Heft 17 der „Sammlung Vieweg”. Tagesfragen aus den 
Gebieten der Naturwissenschaften und der Technik 

Braunschweig, Friedrich Vieweg & Sohn, 1914, 

In de laatste jaren zijn door de theorieën van Einstein 
en Lorenz de begrippen ruimte en tijd, welke men lang 
onveranderlijk dacht, aan het wankelen geraakt. Het rela- 
tiviteitsbeginsel beschouwt ruimte en tijd niet langer als 
absoluut, maar evenals alle andere begrippen als betrek- 
kelijk. Het geven van een populaire bespreking van zulk 
een abstract onderwerp is niet het werk van iedereen; 
men mag den schrijver dankbaar zijn, dat hij de moeilijk- 
heden heeft weten te overwinnen. Bij lezingen, die hij 
over het onderwerp hield, gebruikte hij een model, waarin 
een aantal wijzerplaten met wijzers voorkomen, met behulp 
waarvan hij de verschillende onderstellingen kan verklaren. 

De verdeeling in kleine hoofdstukjes is zeer bevorderlijk 
voor het gemakkelijk volgen van het betoog. 
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F.R. S. Calculus made easy. 

Being a very simplest introduction to those beautiful 
methods of reckoning, which are generally called by the 
terrifying names of the Differential and the Integralcalculus. 

Macmillan & Co., London, 1914. 

Het is bekend, dat in ons land de invoering van de be- 
ginselen der differentiaal- en integraalrekening op H B.S. 
en gymnasium nog steeds ís afgestuit op een hardnekkig 
conservatisme, dat niet wil inzien, dat het veel beter is, 
de beginselen op de genoemde scholen te behandelen, om 
ze later aan de Universiteit te verdiepen, dan om ze den 
jongen studenten in eens op de colleges voor te zetten ter 
eigen studie. Daardoor missen een aantal leerlingen, die 
later geen hoogere wiskunde meer leeren, de gelegenheid 
kennis te maken met de differentiaal- en integraalrekening, 
welke hun later meermalen te pas kan komen 

De hoeveelheid differentiaal- en integraalrekening, die 
op H.B.S. en gymnasium zou kunnen worden geleerd, is 
niet zeer omvangrijk Dit bewijst ook het bovengenoemde 
kleine boekje van den ongenoemden schrijver, dat in 
ongeveer 250 octavo bladzijden alles behandelt wat iemand, 
die in de techniek werkzaam is, behoeft te weten. 

In betrekkelijk korten tijd was een tweede druk noodig, 
waarin een aantal uitgewerkte opgaven en nieuwe vraag- 
stukken zijn opgenomen. 

De schrijver spreekt dadelijk over de, en gebruikt deze 
schrijfwijze ook, waar hij eindige aangroeiïngen bedoelt 
Dat geeft een aanmerkelijke bekorting in de beschouwingen. 
Bij het differentieeren van z” verwijst hij naar het binomium 
van Newton, maar past dit niet toe. Daardoor is dit ge- 
deelte niet algemeen. bea: 

Men weet, dat Newton de notatie ze, xv, enz. gebruikte, 

ERS, ONES) re 
waar Leibniz schreef: ae de: 

De schrijver van het boekje gebruikt gemakshalve hier 
en daar ook de notatie van Newton, namelijk, wanneer 
de tijd de onafhankelijk veranderlijke is. 

De meetkundige beteekenis van een differentiaalguotiënt 
wordt niet op den voorgrond geplaatst, maar volgt eerst 
later. 
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Ook partieele differentiatie wordt in het kort besproken. 
Het integreeren wordt opgevat als het omgekeerde van 
differentieeren. Na enkele bladzijden worden reeds dubbele 
en. drievoudige integralen genoemd, maar niet verder 
behandeld 
Van differentiaalvergelijkingen worden de eenvoudigste 
opgelost. 


Het boekje is in een eigenaardigen stijl geschreven, 
welke zeker zal bijdragen tot groote verspreiding. 


DAVID EUGENE SMITH and YosHIO MIKAMI. 4 History 
of Japanese Mathematics 

Chicago, The Open Court Publishing Company, 1914. 

De schrijvers verdeelen de geschiedenis der Japansche 
wiskunde in verschillende perioden. 

De eerste periode omvat het gewone tellen en het geven 
van namen aan groote getallen Daarbij werd het tientallig 
stelsel gebruikt. Tienduizend verkreeg een naam, die bij 
elke volgende macht van tien weder terugkomt. 

In de tweede periode (552—1600) wordt de Chineesche 
wiskunde bestudeerd, die meetkunde, algebra, rekenen en 
landmeten omvatte. Tweede en derdemachtsworteltrekken 
was bekend, ook het bepalen van inhouden van eenvoudige 
lichamen, en vermoedelijk ook het werken met negatieve 
getallen. Het theorema van Pythagoras vond toepassing 
op een paar vraagstukken, die van de Hindoes afkom- 
stig zijn. Voor z werd '27 genomen, wat overeenkomt 
met 3,14. 

Er volgde echter een terugval, waarin zoo goed als niets 
aan wiskunde gedaan werd. In duizend jaar werd in geen 
enkel opzicht vooruitgegaan. In dien tijd was ook in Europa 
stilstand. China deed weinig, Indië iets, doch de Arabieren 
waren bezig de wiskunde vooruit te helpen. 

Het praktische rekenen geschiedde eerst met stokjes, 
waarbij 5 door X, 6 door XI, enz. werd voorgesteld, tien 
door —, elf door T, enz. 

Van de Chineezen werd de sorobhan overgenomen, het 
rekenbord, dat nu nog gebruikt wordt (ook in Rusland). 

De stokjes werden ook gebruikt voor het oplossen van 
hoogere machtsvergelijkingen. De methode, die de Japan- 

Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 5 
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ners overnamen van de Chineezen, komt overeen met die 
van Horner. 

De 3e periode gaat zeer ver met oppervlak en inhouds- 
berekeningen, terwijl ook toovervierkanten behandeld wor- 
den. Seki Kowa gebruikte een rekenwijze, genri, die 
eenigszins gelijkt op die van Cavalieri. 

De vraag kan gesteld worden, of Europeesche, in het 
bijzonder Nederlandsche invloeden zich toen ter tijd reeds 
op wiskundig gebied in Japan lieten gelden, zooals van 
latere tijden vaststaat. 

De schrijvers van het boek behandelen de yenri uitvoerig. 

De achttiende eeuw bracht zr tot in 29 decimalen nauw- 
keurig, en vraagstukken betreffend den cirkel, de negen- 
tiende eeuw verderen vooruitgang, ook door het toenemend 
verkeer met Europa. Zoo werd de differentiaal- en inte- 
graalrekening in 1859 bekend gemaakt. 

De schrijvers vergelijken de wiskunde der Japanners met 
hun kunstvaardigheid: niet veel, maar ook geen gewoon 
werk, 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


513. In het Z. f. das Realschulwesen XL Jahrg. bladz. 10, 
geeft P. v. Schaewen in Naumburg a/S. een eenvoudige 
oplossing van de vraag om driehoeken te vinden, waarvan 
de zijden zoowel als de zwaartelijnen door geheele getallen 
worden uitgedrukt 


òl4. In de Comptes-Rendus van 30 November 1914 geeft 
Gaston Darboux de integratie der partieele differentiaal- 
vergelijking 


(s° — rt) oyz + pq (2 — px — qy) =O, 
welke voorkomt in het 4e deel van zijn Lecons sur la 


théorie des surfaces (bladz. 481) bij de bespreking van het 
oppervlak der Fresnelsche golven. 


67 
515. Harmonische driehoeken. 


NEUBERG noemt een driehoek harmonisch, als zijne zijden 

harmonisch evenredig zijn, dus aan de betrekking voldoen : 
2 1 l 

a den Te ee) 


(4, C 


waaruit onmiddellijk volgt : 
Ĳ) ho, ==} (hy + h‚)- 


2) Trekt men in dezen driehoek 
door het uiteinde der deellijn AD de 
lijn DE//AC, dan is: 

BAG BD EBC =t:(b Ec): 
of: 


8) Trekt men DF // AB, dan wordt 
ook DF = Sa, dus is AEDF een ruit. 


4) Trekt men B/C door D loodrecht op AD, dan is 
ZEB’'D evenals ZEDB’ het complement van jA; dus 
wordt EB —4a en AB/=a. Zoo ook AC’. 


De formule voor de deellijn: 


AD == costA=acosi A 


2be 
b 4e 
voert tot hetzelfde resultaat. 


5) De driehoeken DBB’ en DCC’ hebben de overstaande 
hoeken bij D gelijk, terwijl de hoeken bij B’ en C/ elkan- 
ders supplement zijn. Derhalve heeft men: 


DE Ct bet 0: 
ap Mathesis XX XIII, 1913, Note 26. 


516. Omtrek van den voetpuntendriehoek. 


Met behulp der trigonometrie is deze eenvoudig af te 
leiden, 
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Men heeft immers (fig. 1): 
BO. d COS A= EIER 
dus is de omtrek: 
RX sin 2A =4Rsin A sin B sin C 


Voor het geval de driehoek stomp- 
hoekig is, ondergaat deze formule 
een kleine verandering. 


ged bo 


Men heeft dan (fig. 2): # 
Bid e08 0 ie 

dus wordt nu: 
AB B’ CASS 


=REsin2A=d Je 
In !Edwcation Mathématique 
XV, 1913, geeft MAUPERRIN van 
deze formules de volgende meet- 
kundige verklaring. 
Omdat MA … BC’ staat, is 
(fg. 1): Fig. 2. 
MCAB’ ==} R X B/C? 
MA/BC’ = 4 R X A/C 
MB'CA’ ==} RX A/B’ 


ER Ee 
I= 1 R(AB' 4 BC’ 4 C/A’). 


Analoog is het tweede geval. Echter dient dan in aan- 
merking te worden genomen, dat (fig. 2): 
MCAB’ = A MBA + A MCA =S RX BC 
MB'CA’ = A MB'C — A MAC =4R X A/B’ 
MA’BC’ = A MCB — A MA/B=1RX A/C. 
Daar nu: 
A ABC =MA’BC + MB'CA’ — MB'ACY, 
Ke I= R(A/C’ — BC + C/A/), 
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ak Toepassing van een formule van Euler. 


De lijn MN, die middelpun- 
ten van den omgeschreven 
cirkel M en van den inge- 
schreven cirkel N verbindt, 
snijdt den eersten cirkel in P 
en Q, den tweeden in Pen Q. 

De straal van den cirkel X, 
. die cirkel M in D en PQ in N 
raakt, is gelijk aan den straal 
r van den ingeschreven cirkel. 

De straal # van een cirkel, 
die aan de vraag voldoet, volgt uit: 

MX? = NX? + MN? 
(Rp) == 0? ‘des BR 2Rr 
he 

Verder heeft men nog: 

PP/X QQ) =(R—MN-— r) (RH-MN — #) = (Rr)? — MN? = 1"? 

De betrekking MN? =R?—2Rr werd door EULER gevonden. 

Q. Educ. Math 1912, Question 3582. 


518. Notaties in Driehoeksmeting. 


Het aanwijzen van hoekpunten door hoofdletters A, B, C 
en van zijden door kleine letters a, b, € wordt gewoonlijk 
ondersteld te zijn bedacht door Euler (1755). 

In Nature van 11 Febr. 1915 deelt Florian Cajori (de 
schrijver van „A History of Elementary Mathematics”) 
mede, dat, volgens in het Britsch Museum gevonden losse 
bladen, Richard Rawlinson te Oxford reeds tusschen 1655 
en 1668 die letters gebruikte. 

Hij nam voor de zijden A, B en C, en wel was A steeds 
‚ de grootste zijde, C de kleinste. 

Voor boldriehoeken waren zijn letters overal gebogen ; 
voor vlakke driehoeken kwam er een recht gedeelte in voor. 

De teekens van R. voor evenwijdig, loodrecht, driehoek, 
straal zijn die, welke thans nog in gebruik zijn. Bovendien 
had hij teekens voor scheeven, scherpen, stompen, rech- 
ten hoek, en een aantal andere. 


{0 
319. Eigenschappen van een regelmatigen zeshoek. 


Zij P een willekeurig punt op den omgeschreven cirkel 
van den regelmatigen zeshoek AB'CA’'BC’; PA’, PB’, PC 
snijden BC, AC, BA in X, Y, Z, die collineair zijn (fig. 1). 

Daar A’ het midden van BC is, heeft men: 

BNC == BE 
CY APA 
AZ BADDE 
dus : BX X CE AZ SOR MAV 


Fig. 1 Fig. 2. 


Uit dit bewijs volgt, dat de zeshoek niet regelmatig be- 
hoeft te zijn, als maar A’, B’, C’ de middens der bogen 
CB, AC, BA zijn. 

Voor het geval, dat de zeshoek regelmatig is, kan hieraan 
nog het volgende toegevoegd worden. 

Worden door A’, B’, C’ evenwijdige lijnen getrokken, die 
BCO, CA, AB in L, M, N snijden (fig. 2), dan zijn ook deze 
punten collineair. 

Trek AX//A’L, dan is A ALB ZZ A’LB’, dus BL= BL’ 
en LC=LI/. Verder is A RCB’ == A RBC’, dus RC = BR’, 

Men heeft dus: 

AM 5 Clin BN tik Raes Gtt hi 
HC SLB SNK AEG \LBÒ RK 
Rd OLsaB'EesGL 
BOT B eGERen . 
Q. SOMMERVILLE, The Educ. Times 1912, Quest. 17308. 


úl 


920, Luchtweerstand. 


In „the Philosophical Magazine and Journal of Science” van 
Nov. 1914, bladz. 728 geeft G. A. Shakespear uitkomsten 
van proeven betreffende luchtweerstand bij vallende kogels. 

In een toren van de universiteit van Birmingham liet hij 
ballen van ecelluloïd vallen, die bezwaard waren met ver- 
schillende hoeveelheden hagelkorrels. De valhoogte ie 
droeg 58 M. 

De tijd werd door een trillende stemvork op beroet 
papier aangegeven; bij het loslaten van een bal werd langs 
electrischen weg een teeken in het papier gedrukt; dit 
geschiedde ook wanneer de bal werd opgevangen. 

Verschil in valtijd bij een zelfden bal bleek het meest 
voor te komen bij zonnig weer. Op mistige dagen was er 
minder afwijking. Dit wordt geweten aan luchtstroomingen 
in den toren. 

Nam men R=KSV?, dan werd bij een bol van 3,7 cM. 
middellijn, dus een doorsnede S= 10,76 cM?, voor een eind- 
snelheid 

V =851, 962, 1044, 1162, 1319 ecM/sec. 
een weerstand gevonden: 

R=1937, 2555, 3014, 3816, 4974 dynes,” 
waaruit volgde, dat de constante K was: 

2,495, 2,563, 2,565, 2,624, 2660 Xx 1074. 

Graphisch verkreeg men de rechte lijn 

R= 211 1008 SV2 216, 
als op de eene as V? werd uitgezet. 
Voor bollen met middellijn 
et BOBA dte 10m 2001 SeM: 
en gewicht 
Me lS (9, 91280, 414, 9,050, 0,887 eram 


werd gevonden: 
Rr LO LD OB ee OE 


Ook werd het verband nagegaan tusschen middellijn en 
gewicht van bollen, die voor 38 M. hoogte eenzelfden valtijd 
gebruikten. Daarbij bleek het gewicht evenredig met de 
tweede macht van de middellijn. Proefnemingen buiten den 
toren met een valhoogte van 73 M. gaven onbetrouwbare 
uitkomsten, te wijten aan luchtstroomingen. t) 


1) Men zie ook proeven van Eiffel in Comptes Rendus, Dee, 1912, 
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De rand, die bij eelluloïdbollen voorkomt, heeft invloed 
op de beweging; vermoedelijk is ook de excentrische 
ligging van het zwaartepunt van invloed. Een stalen 
kogeltje gaf veel regelmatiger uitkomsten. 


321. In het Z. f. math u. naturw. Unterr., Jg. 45, Heft 12, 
bladz. 30, geeft Karl Boeckle, in Chicago, de volgende 
afleiding van de derde wet van Keppler. 

Is M de massa van de zon, m die van een planeet, T de 
omloopstijd van deze, a de gemiddelde afstand der zwaarte- 
punten, dan geeft de zon aan de planeet een versnelling 


Deze moet gelijk zijn aan de versnelling der middelpunt- 
zoekende ktacht 


Ze 1 (55) ; 
( T X 5 of T) 

Door gelijkstelling der beide uitdrukkingen vindt men 
de wet in haar eenvoudigsten vorm. 


Maar omdat de planeet om het zwaartepunt van het 
stelsel draait, vanwaar ze een afstand a, heeft, moet men 


voor de laatst vermelde versnelling (Gen a, schrijven. 
Maar M (a —a,)=ma,, dus: 
M 
Sm 
zoodat nu door gelijkstelling volgt: 
_, M + m 2 \? 
S ze pet Gi) s 


a 


OAD: Eigenschap van een viervlak. 


_ In het viervlak TA’B’C’ wordt het vlak ABC evenwijdig 
met het grondvlak aangebracht; D zij een willekeurig 
punt in dit vlak. 

NEUBERG deelt nu de volgende eigenschappen mede: 

Il) Lijnen, evenwijdig met DA’, DB’, DC’ door A, B, C 
getrokken, snijden het grondvlak in A,‚,‚B,, C,. 

AA,B,C, heeft een constant oppervlak. 


(3 


2) Vlakken, evenwijdig met DB’'C’, DC’A’, DA’B/’, snijden 
het grondvlak volgens drie lijnen, die den driehoek A,B,C, 
insluiten ; ook de grootte van dezen driehoek is constaut. 


Ch Mathesis 1914, Question d'Examen 1676. 
Be. Drie vergelijkingen met drie onbekenden. 
1 KEE, 1 
miytjed yhet,=d ehat =d, 
1 
Men heeft: NE 
y z 
dus : y=z of yd 
Dus: n=y=t=l 
of: Et yda=de 
Q. ALASIA, Mathesis 1914, 
924: Eigenschap van een orthogonaal trapezium. 


In een trapezium, welks hoeklijnen loodrecht op elkander 
staan, zullen de cirkels, die de evenwijdige zijden tot 
middellijnen hebben, elkander raken. 

Q. JANCULESCU, Mathesis 1914. 


VRAAGSTUKKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur vóór Z5 Jan, 1916 Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
bespa en door : 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven; 
dan een ruimte van 6 of 8 cM open te laten ; 

Ze daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: op- 
lossing van …...; 


» 
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se boven de oplossing te schrijven : (Met „ . . fig), als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens le en 8e. 


401. Op te lossen de vergelijking : 
xs — 3Cx? — 3d C=0. 
Kampen. J. V. D, GRIEND JR. 


402, Te bewijzen: 
a) tgattg(aJ- 600) + te (a — 600) =3 tg 3x 
b) ecota J ecot (a + 60°) + cot («a — 60°) = 3 cot 3x 
c) tgatg(at 60°) + tea tg (a — 600) + 
Jtg (a + 60°) tg (a — 60°) = —3 

d) eota cot (a + 60°) + cot a cot (a — 60°) + 

+ cot (a + 60°) cot (a — 60°) =— 3. 

J. V.D. GRIEND Es 


405. Na te gaan, voor welke waarden van C het poly- 
nomium a? + b? +e? + C(ab + be + ea) 
voor alle waarden van a,b en e positief blijft. 
J. V. D. GRIEND JR. 


404. Op te lossen de vergelijking: 
A°zt + ABx? + Cx? + BDx + D? =0 
en over de realiteit harer wortels te oordeelen. 
JVD. GRIEND 


405. Van den vierhoek ABCD, waarvan de diagonalen 
elkander snijden in E, is gegeven: 
DESI ABD ZA 
LADB=4Z BDG en DEBED 
Gevraagd den vierhoek te construeeren. 
Utrecht. L. E. A. T. TER HAAR. 


406. Wanneer men in eenigen driehoek ABC een der 
zijden, b.v. AB, van uit A en B afzet resp. op AC en BC 
(zoo noodig verlengd) en de komende punten verbindt, 
krijgt men een lijn, die loodrecht staat op de lijn, die de 
middelpunten van in- en omgeschreven cirkels verbindt, 
Men vraagt het bewijs. L. E. A. T. TER HAAR. 


AD 


407, Gegeven twee cirkels M‚ en M,. Uit eenig punt Á 
van de machtlijn dier cirkels trekt men een snijlijn door 
den cirkel M,‚, die de snijpunten B en C geeft; van Ceen 
lijn naar eenig punt E van de machtlijn, die een tweede 
snijpunt D met den cirkel geeft; van E een lijn door B, 
welke het tweede snijpunt F geeft, en van F' een lijn door 
D, welke de machtlijn in G treft. Van G gaan we op dezelfde 
wijze over cirkel M, en E‚ dus GHK, KLE en EHN, 

Men vraagt te bewijzen, dat NL weer door A gaat. 

BeebmAos De TER: HAAR, 


408. Gegeven twee cirkels M,‚ en M,, die elkander uit- 
wendig raken Gevraagd een cirkel M; te construeeren, 
die deze beide uitwendig raakt en zóó, dat de gemeen- 
schappelijke raaklijn aan de cirkels M,‚ en M,; evenwijdig 
is met die aan de cirkels M‚,en M‚. L.E. A. T, TER HAAR. 


409. Door het middelpunt van den omgeschreven cirkel 
van een driehoek zijn drie middellijnen getrokken, even- 
wijdig aan de zijden. De eindpunten dezer middellijnen 
zijn de hoekpunten van een zeshoek. 

Men vraagt te bewijzen, dat de oppervlakken van dezen 
zeshoek en den gegeven driehoek zich verhouden als de 
stralen van den om- en ingeschreven cirkel van den gegeven 
driehoek. 

Den Haag. | D. J. KRUIJTBOSCH. 


410, Een recbte strophoïde en een lemniscaat van Ber- 
nouillt hebben eenzelfde punt O als dubbelpunt, en een- 
zelfden parameter a. Een lijn door O snijdt de kromme 
lijnen in A, en in B en C. Men vraagt de meetkundige 
plaats van het vierde harmonische punt 

le. tot B, A, C (toegevoegd aan A), 

2e. tot O, A en B (toegevoegd aan À). 

Bourbourg (Frankrijk). | DR. J. ROSE. 


411. Op de as OX van een rechthoekig assenstelsel 
neemt men een vast punt A (OA =a. Een punt M be- 
weegt zich van O naar A. Men construeert ellipsen, die 
OM en MA tot halve assen hebben, en trekt uit A raak- 
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lijnen daaraan. Zulk een raaklijn snijdt OY in B, en raakt 
de ellips in C. Door B en C trekt men lijnen evenwijdig 
aan de assen. Wat is de meetkundige plaats van het 
snijpunt van die lijnen ? DR. J. ROSE. 


412, Gevraagd te bepalen 
18 MK 
vdo 
tg x 
0 

Rotterdam. k S. C. VAN VEEN. 


en | log sin « dx. 


413. De som der loodlijnen, die men uit de hoekpunten 
van een regelmatigen n-hoek kan neerlaten op een wille- 
keurige lijn in ’t vlak van den n-hoek is gelijk aan n-maal 
de loodlijn uit ’t middelpunt op die lijn. Bepaal de analoge 
eigenschap voor een regelmatigen bol-n-hoek. 

's Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


414. Hoe worden de eigenschappen, vermeld in de vraag- 
stukken 354, 370, 382, 383 (Jg. VIII, bladz. 67 ; Jg. IX, bladz. 
15; Jg. X, bladz. 75), als een of meer der cirkels in rechte 
lijnen zijn overgegaan ? 

Rotterdam. J, A. WERTENBROEK. 


415. Construeer, door gebruik te maken van vraagstuk 414: 

a) een cirkel, welke 2 gegeven rechte lijnen, en een 
gegeven cirkel uitwendig raakt ; 

b) een cirkel, welke 2 gegeven rechte lijnen, en een 
gegeven cirkel inwendig raakt. 

Hoe wordt de constructie, als men den gegeven cirkel in 
een punt laat overgaan ? J. A. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 101, Jg. XI, bladz. 191. 
De heer K. heeft bij zijn oplossing de volgende verge- 
lijkingen afgeleid: 


iÔ 


7 
Li Deh Loon emt) 
mite eID 


sina + 1 
Daarna zegt hij: 
IT en II op elkander gedeeld, geven: 


ATAC ee { sina 
q ( AES à ne, € REESE 2) … (ID) 

De heer K heeft echter niet gedeeld, zooals hij zegt, maar 
hij heeft kruislings vermenigvuldigd, en juist daardoor 
heeft hij zich in moeilijkheden gestoken. 

Want aan (III) voldoen, behalve de waarde sin « = En, 
natuurlijk ook zoodanige waarden (indien die mogelijk zijn), 
die het le lid zoowel als het 2e gelijk aan 0 doen worden, 
dus de identiteit O0 —= 0 doen ontstaan. 

Dit ongelukkig toeval doet zich in ons geval voor; want 


uit — kenen volgt : One 
1 + sina LES aib e 
Deze waarde sina ==} gesubstitueerd in 
} sin? « 


a De geeft : 4 ken 1 lk 


Dus de waarde sina ==} doet werkelijk de identiteit 0 = 0 
ontstaan, en is m.a. w. een wortel van (III). Zij geeft echter 
een geliĳjkzijdigen driehoek, dus voldoet niet aan de vraag. 


ike eds sin® « 
Dat er echter een waarde sina is, die zoowel 4 EN 
sin « 
als } — == (0 maakt, is m. i, louter toeval. 
1 + sin « 


Opmerking verdient het feit, dat de heer K al deze 
moeilijkheden had kunnen ontloopen door te deelen, zooals 
hij zeide, maar niet deed. Want dan had hij gekregen: 


Nene Ben B ee 
On ze gehelen 

EE: 

A sin? « 1 —4sin? « 
she rbessintarmder3 (L-SBin?e) 
ne ace ITT a a 

8 1 + sin « 9 (l + sina) 
EEZ SL 


esin of Pp —psina=gqt 2gsina 
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of sin x —= Et wat het goede antwoord is, terwijl hier 


de 2e wortel sina ==} in ’t geheel niet optreedt. 


Opmerkingen bij vraag 102, bladz. 191 en 250 van den 
vorigen jaargang. 

1. Deze beroemde stelling is voor het eerst bewezen 
door Maclaurin (+ 1746) in zijn werkje: „De linearum geo- 
metricarum proprietatibus generalibus tractatus”, in het 
Fransch vertaald door Jonquières, die het als supplement 
gevoegd heeft bij zijn werk : „Mélanges de Géométrie Pure”, 
Paris, Mallet-Bachelier, 1856, waar de stelling te vinden is 
op bladz. 231. Ook dit bewijs is zeer eenvoudig. Een ander 
eenvoudig bewijs is van Plücker : „System der analytischen 
Geometrie”, bladz. 283. (Ook te vinden in Salmon, „Higher 
Plane Curves”, bladz. 136). Het boven gegeven bewijs is 
van Serret en is te vinden in ’t 2e deel van zijn „Cours 
d'Algèbre supérieure” op bladz. 580. 

Al deze bewijzen zijn te vinden in het zeer lezenswaar- 
dige werk: „Die ebenen Curven dritter Ordnung” von 
Dr. H. Durège, Leipzig, Teubner, 1871, welk werk door mij 
voor het samenstellen hiervan grootendeels gevolgd is. 

2, Men zou bij het bewijs dezer stelling nog kunnen 
denken, dat een der drie punten een dubbelpunt is, doch 
’t is gemakkelijk in te zien, dat dit niet het geval is, want 
dan zou de rechte lijn 4 punten met de derdegraads kromme 
gemeen hebben, wat onmogelijk is 

S. C. VAN VEEN, Rotterdam. 


Vraag 107. Op bladzijde 236 van den vorigen jaargang 
staat vermeld, dat de naam „curva pseudo-astroïde” niet 
juist gekozen is. Waarom is dit niet het geval? 

R. R. 

Antwoord. Het voorvoegsel „pseudo” wordt gewoonlijk 
voor kromme lijnen gebruikt, waarvan de intrinsieke ver- 
gelijking gelijkt op die van een andere kromme. 

De intrinsieke vergelijking bevat, als veranderlijken, den 
kromtestraal R in een punt p, en de lengte s van den boog 
der kromme lijn van af een vast punt tot aan het punt p. 


(do 


Zoo is de vergelijking van een kettinglijn : 
ER == 8? Hee?, 
en de kromme lijn 
CRK? c? — 8? 
is pseudo-kettinglijn genoemd. 
De kromme 
Skelet a? 
heet en pseudo-eycloïden; de vergelijking van de gewone 
cycloïde is 
st JR? == 16r? 
(r straal van den rollenden cirkel). 
Zie Cesäro, Lezioni di Geometria intrinseca. 


Vraag 108. Gevraagd de oplossing van Opgave Diffe- 
rentiaal-Rekening K;, 1906. 
Als tusschen x, y en z de betrekking 
(ae + la) (y + lb) (z H- le) =l?a.l?b.l?e 
bestaat, vraagt men de maxima of minima van 
a® b/c? 
te bepalen. | 
Utrecht. DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 109, Gevraagd de oplossing van Opgave Diffe- 
rentiaal-Rekening No. 2, Akte K, 1906. 
Als u=f(e,y) en v=p(r,y)is, vraagt men te bewijzen: 
du du de dae | 
de dy 5 du dv 
de do | dy dy 
de dy du dv 
Bestaat een dergelijke betrekking, als meer dan twee 
functies van een even groot aantal onafhankelijk veran- 
derlijken gegeven zijn ? 


mi Âlf 
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Nieuw verschenen werken. ” 


(Door de Redactie ontvangen.) 


A. W. GRAVELAAR. Vraagstukken ter oefening in de be- 
ginselen der Stelkunde, in het bijzonder voor Hoogere 
Burgerscholen en Gymnasia. 

Leiden, A. W. Sythoffs Uitg. Mij. 1915. 


W. H. WISSELINK. Een en ander uit de praktijk. 
le stukje, 6e druk, 1915. f 0,30. 
Kern der Meetkunde. 9e druk, 1915. f 0,50, 
Vraagstukken ter oefening in de Meetkunde 
(voor eerstbeginnenden). 2e stukje, 11e druk, 1915. f 0,50. 
Groningen, P. Noordhoff. 


Vraagstukken ter oefening in de algebra, 
2e stukje, 12e druk, 1915, f 0,50. 

—__—________— Antwoorden, 9e druk, f 0,25. 
Groningen, P. Noordhoff. 


F. J. VAES. Technische Onderwerpen op eenvoudige wijze 
behandeld. No. 3, Hoofdzaken der Graphostatica, f 0,15. 

— Perspectief, Deel I, f 1,50. 

Rotterdam, Boymans Boekh ndel. 


F. J. VAES. Graphostatica. 5e deel, Traagheidsmomenten. 
Deventer, A E. Kluwer. 


G. W. TEN DAM en Tu. DE JONGH VAN ARKEL. 
Leerboek der Meetkunde met vraagstukken. 2e deel. 
Stereometrie, 2e druk, 1915. 

Schiedam, H. A. M. Roelants. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 


el! 
Algemeene benaderingsmethode voor de reëele en complexe 


wortels van (numerieke) algebraische en 
transcendente vergelijkingen 


DOOR 
Dr. B. GONGGRIJP (Amsterdam). 
(Vervolg van bladz 14.) 


IV. 


Het argument der complexe wortels. 


Encke leidt uit de eindvergelijking alleen den modulus R 
van zekeren wortel der oorspronkelijke vergelijking af. 
Het argument p kan dan bepaald worden door substitutie 
van R(cospHésinp) in de oorspronkelijke vergelijking, 
Uit deze volgen dan, ook bij complexe coëfficiënten, twee 
vergelijkingen met p als onbekende. Omdat coskp en 
sin kp 

sin p 
drukt, zijn deze twee vergelijkingen als algebraïsche verge- 
lijkingen in cosp op te vatten, wier coëfficiënten bovendien 
reëel zijn. 

De grootste gemeene deeler der eerste leden, gelijk nul 
gesteld, levert de waarden van cosp, die bij den beschouw- 
den modulus R behooren. Is deze modulus enkelvoudig, 
dan moet de G.G.D. van den len graad zijn. Bij aanwezig- 
heid van eenige wortels met gelijken R,‚maar verschillend 
argument, is deze G.G.D. van hoogeren graad. 

Deze methode zal hier eenigszins nader worden toegc- 
licht bij een algemeene vergelijking met reëele coëfficiënten, 
vooreerst omdat men in de praktijk alleen met zoodanige 
te doen heeft, en ten tweede omdat daarbij zeer belang- 
rijke vereenvoudigingen optreden. 

Stelt men in de vergelijking: 

eme Age As =0 


JL 


geheel in machten van cosp kunnen worden uitge- 


2—=R(cosp + isin op), 
Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 6 


Li 
GOS np = 2 


82 
dan moeten de bij R behoorende waarden van w tegelijker- 
tijd voldoen aan: 
AR "cos npt A, RTT cos (an) 0 +…+ 
+ Ao Reospt Ag, =0 .. (II) 
en 
sin (2n—1)p +... + 
+ As,_jRsinp=0 .. (12) 
Nu zal cosnp X (11) + sin np X (12) opleveren: 
An ee COS np + AR COS (n—l)p +... 
+ Ag, _j Reos(n—lp + Ay, cosnp =0.. (13) 
Verder geeft — sin np X (11) + eos np X (12): 
ACR EST np ACR Ein on ve en 
mre dl R sin (n—1) p — Á,„Sinnp=0.. (14) 


AR” sin 2np + A,R2T! 


In (13) en (14) kan men de symmetrisch ten opzichte 
van het midden geplaatste termen vereenigen. 
Noemt men 


9 
AoReteÂos— Bon AR tek =O 


ed. Dn 
AGREE Agno RB SAR ETS ASS EEN 


ART ÊLA, oRt=B, ARA Rn 


n 
A, Ki B, , A1 
dan gaan (13) en (14) over in: 
B, cos npt B, cos(n— lo +... + B, _,cosp+B,=0.. (15) 


en 
C‚ sin np + C, sin(n—1)p +... + Cri sin p.=0 (16) 


Om nu tot den enkelen hoek over te gaan, heeft men de 
formules noodig: 


1 non] n—2 n(n—d) 


GOS” 0 — DCO pens 2 coen 


OS 


_n(n-A(n-5) pT osb, Nn Dn 6(n-7) nO AS 
REEN A PE one Sese p—.… (17) 
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en 


sin np hf EE | n—l Nd n—=3 n—3 


sinp 


Cos ET 2 COS p + 


jn enn „ee Alas Bene (n—4)(n —5)(n—6) _n—7 AR AV 


ln OR 2 
EEn kan (n—1) (n—8) Ale 9 n—g 


( 
TE Zer 


De ontwikkelingen (17) en (18) moeten zoover worden 
voortgezet, tot men op negatieve machten van cosw zou 
stuiten. 

Uit (15), (16), (17) en (18), — in de beide laatste betrek- 
kingen moet natuurlijk » achtereenvolgens door »—-1, 
n—? enz. vervangen worden, — kan men nu een resul- 
taat afleiden van de gedaante: 


JE cos“ pH B, cos” in. oere: bonte ut 


B, _jeoset2,=0 . . (19) 
Yo cos”! ot y, ln dk 
lanes GOED IE nd eer. 2(20) 


Bij een vergelijking van den 2nden graad behooren dus 
twee argument-vergelijkingen respectievelijk van den nen 
en den n—len graad. Voor eenige speciale waarden van 
2n tot en met 2n —=8 worden hieronder de noodige opgaven 
gedaan. 

Bij vergelijkingen van onevenen, bijv. van den 2n — Ien 
graad, blijven alle bovengenoemde herleidingen, — mutatis 
mutandis, — gelden. Men krijgt als resultaat weer twee 
vergelijkingen in cosp, die evenals (19) en (20) van den 
nen en den n—len graad zijn. 

In plaats van dit gewijzigde resultaat afzonderlijk af te 
leiden, verdient het de voorkeur, de vergelijking van den 


P+ 


2n -len graad door vermenigvuldiging met z tot eene van 


den 2nen graad herleid te denken. 


S 8. Bijzondere gevallen. 
Bij een vergelijking van den 4en graad heeft men de 
formules : 
Acht JA,=B,, AR‘ — A, = 00, 
A,R*A;R=B,, ARS —A;R=C,. 
AR EBER 
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2B, cos° p 4+-B,cosp—B,HB;=0 . . . (21) 
205 cosp t C=O heer 
De laatste betrekking is op zich zelf reeds voldoende. 
Zij geeft: 


Er Eg ET OE 
OSP Er DD - AARLE 0) 
Hieruit volgt voor een vergelijking van den 8en graad: 
AR? — A 
COS P == — oke Ten (24) 


Met behulp van (24) vindt men bij het boven behandelde 

voorbeeld II: 
p= 30! (of == 2429 550,1). 

Deze uitkomst verschilt 1,1” met de vroeger gevondene; 
deze kan echter, omdat er toevallig voor 2R,,, cos p slechts 
4 decimalen overbleven, wel tot op meer dan 1 sec. fout 
geweest zijn. 

Bij een vergelijking van den Gen graad gelden de formules: 


ARS lrA == B Acht A= hs 
AARS AR Ds ATRS AGRO 
AGREE ATR A,R* —A‚,R? = Cs; 
ARE Be 
4B, cos°p-2B, cos?°p— (3B,— B,) cosp — B, B; =0.. (25) 
4C) cos? p + 2C; cosp— Co, tC,=0..... (26) 
Bij die van den Sen graad moet men aanwenden: 
AoR® + As = Bo, AGRS — As = 00; 
Ak EA ie ks AR? —ArR=0,, 
A,RS + AR? =B,, A;RS- ARR en 
ASR An RB, AsRS ARS SGR 
Ar 


8B, cost p + 4B, cos © —8(B, —2B,) cos? p — 1] 
— (8B, — Bs) cosp + B, — B, +B,=0.. (27) 
8C, cos 40, C08°p — (4C,—2C,) COS p — CHC; =0.. (28) 


Voorbeeld IV. Toepassing. Dr. A. Kempe behandelt in 
ditzelfde tijdschrift (Jaarg. XI, bladz. 60) de vergelijking: 
at — 9,6 25 + 49,92 vt — 150,128x% + 320,0528 #2 — 
— 412,10176 # + $14,987904 —= 0. 
Op deze vergelijking, welke drie stellen geconjugeerd- 
complexe wortels bezit, — hetgeen bij onze behandeling 


85 


vanzelf aan den dag komt, — moge nu de volledige methode 
toegepast worden. 

De (logarithmen van de) coëfficiënten der 1ste getransfor- 
meerde zijn met behulp van 7-deeimalige logarithmen 
bepaald en daarna weer bekort tot 5 decimalen. De gc- 
heele verdere rekening geschiedde in 5 decimalen. 

1 —9,6 49,92 —150,128 820,0528 —412,10176 314,987904 
1 —0,88556 2,39734 —8,92905 _4,00680 —4,50239 4,99659 
1 —2,64378 4,69768 —5,35245 1,22515 __—9,00099 GOUD 
1 +4,97399 936559 -—11,88141 14,91010 H17,82832 19,98636 
1 +9,62635 18,74272 —24,486179 30,32957 ODA EL ti 
14-18,83467 37,48580 —49,15259 60,81168 10,67669 _ 79,94544 
1—37,16165 74,97160 —ĳ98,28975 12163715 141,04648 159,89088 

149,94320 —196,63616 243,27440- 281,75184 319,18176 

Na 7 transformaties is de eindvergelijking gevonden. 

De le, 3e, 5e en 7e coëfficiënten zullen bij een volgende 
transformatie allen in hunne quadraten overgaan. De 3e 
coëfficiënt doet dit reeds na de 5e transformatie; daarna 
kan dan ook reeds een drie-termig deel uit de vergelijking 
gelicht worden. Voor de overige coëfficiënten moet men 
nog enkele transformaties doen. De eindvergeliĳjking valt 
dan uiteen in: 


(10) 4? — nl. 37,16163 X y + nl. 14,97160 =0: 
(20) n.l. 149,94320 Xx y? — n.l. 196,63616 X y + n.l. 243,27440 = 0; 
(30) n 1. 243,27440 X y? + n.l. 281,75134 X y + n.l. 31918116 == 0. 


Het verloop van den Zen, 4en en 6en coëfficiënt gedu- 
rende de transformaties wijst duidelijk op den complexen 
aard van alle wortels. Door de eerste transformatie krijgt 
men trouwens reeds de gwadraten van de wortels der 
oorspronkelijke vergelijking. 

Als deze dus reëele wortels had, zou de le getransfor- 
meerde daarvoor alleen positieve wortels krijgen. Deze 
worden dan allen tegengesteld genomen, zoodat de le ge- 
transformeerde vergelijking alleen negatieve reöele wortels 
kan hebber, en dus alleen factoren y +4; yy enz, 
als y‚ en y‚ positieve getallen voorstellen. Door de reëele 
wortels der oorspronkelijke vergelijking kunnen er dus 
alleen positieve teekens bij de coëfficiënten optreden; 
negatieve teekens wijzen op complexe wortels. Ook het 


a 
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feit, dat sommige coëfficiënten geen neiging vertoonen tot 
quadrateeren en zelfs plotseling van teeken veranderen, 
wijst op zulke wortels. 
Maar zekerheid geeft hier de eindvergelijking. 
In de gedeeltelijke eindvergeliĳjkingen blijkt de discri- 
minant terstond negatief te zijn. 
Bij (1°) is log p? =2 X 31,16163 — 74,32326 
log 4q =log 4 + log q = 0,60206 + 74,97160 == 75,57366, 
dus p?—4g < 0. 
Bij (29) is logb? =2 X 196,63616 = 393,27232 
Ei log 4ac = log 4 + log a + log c = 393,81966, 
dus b? —4ac { 0. 
Bij (39) is log b? = 565,50268 
__ log 4ac = 563,65822, 
dus weer 5% —4ac { 0, 
De modulus van beide wortels van (1°) is gelijk aan den 
wortel uit hun product; de log van dien modulus is dus 
14,97160 
N 9 hé 
Omdat (1°) ontstaan is uit de oorspronkelijke vergelijking 
door de wortels tot de 64e macht te verheffen (26), heeft 
men voor den modulus van twee wortels der oorspronke- 
lijke vergelijking : 


14,97160 Ee 
log R; = denn 0,5857156. 
Verder heeft men: | 
lege Ze — 0,364D750 ; 
| Shi 
ER 5 ele 0,29885e 0. 1) 
Voor de berekening van het argument bij R heeft men hier: 
A,R3° = 3268,08 | A,R;° =—8144,2 
As — 814,99 AsR3 == —1587,52 
B, = 3583,07 ; C, — 2953,09. B‚= —9781,1 ; C,= —6556,1 
ASR 0903:0 
ARES =d 0 6 
B, =15742,9; C;, == 6243,7; B; =A;R3° = —8582,4. 


!) Met het oog op latere vermenigvuldigingen voor de bere- 
kening van Ré, R$ enz. zijn hier met kleinere cijfers nog 2 deci- 
malen na de 5 eerste genoteerd. 
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Na deeling door den len coëfficiënt (4B, en 4C,) krijgt 

men de argument-vergelijkingen : 
Cos p — 1,55800 cos? p + 0,348417 cos wp + 0,080188 == 0 
en 
COS? p — 1,1018 cos p + 0,278513 == 0. 

De rest der deeling van de laatste vergelijking op de 

voorlaatste, gelijk nul gesteld, geeft: 
— 0,205281 cosp + 0,149225 = 0, 
waaruit : CODE ODE. ; log cos p —= 9,86149 —10 ; 
p=430 22157. | 

Droes KelCospeE4sinp)=Rt COS pt Rysinp X 4 

volgt dan: 


sss == 2,5003'2- 26404 1. 
Bij R, krijgt men als argument-vergelijkingen : 
cos% p — 1,69792 cos? p + 0,92896 cos p — 0,144125 = 0 
en 
GOS? p — 0,97998 cos p + 0,186848 == 0. 
De G.G. D. der beide eerste leden, = 0 gesteld, geeft hier : 
0,03855 cos p — 0,009979 = 0; 
U ps En Brdn 
38550 S log COS p = 9,41307 10 ’ 
Gld dal 
N34 = Ro (COSPp + iSinp) = Rs; COS p + Rs sinpXxd geeft dan: 
dass 0 0002 A32, 
De argument-vergelijkingen bij R‚ worden: 
GOS p — 1,48463 cos? p + 0,60929 cos p — 0,042065 == 0 
| en 
GOS? p — 1,02907 cos w + 0,229037 = 0. 
De G.G.D. der beide eerste leden is hier: 
— 0,08855 cos p + 0,062276. 
Gelijk nul gesteld, levert zij: 
62216 a N 
88550’ log cos p = 9,84109 — 10; 
p= 45° 187 50”. 
Liy2 = Ri (COSPp + 4Sin p)= R, CoSp +R, sinpX1i wordt nu: 
Pra d,3 ET ATA KL, 


_COSP= 


COS p = 


Contrôle : 
De vergelijking werd gevormd uit de wortels: 
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Din =S LUT == EEL OADTOIK 15 
Ba — 0,6 LID 00 HEL BOOT 
Dis lide "2 VAEEAZT ES: 
Hierbij zouden behooren : | 
log R; = log V(7,84 +71) = log 114,84 = 0,585115 ; 
(vroeger gevonden: 0,5851156) 
log R, =log 5,36 = 0,36458 ; (vroeger gevonden : 0,3645750) 
log R‚ =log 13,96 = 0,29855. (vroeger gevonden: 0,298856 9) 
De waarden, voor log R gevonden, waren dus tot onge- 
veer in de laatste decimaal juist; die voor de termen der 
complexe wortels verschillen reeds in de 4e decimaal van 
de werkelijke waarden. De oorzaak van deze af wijking 
is gelegen in de vrij uitvoerige berekening voor het argu- 
ment, waarin ook hoogere machten van den berekenden 
modulus optreden, en bovendien op het laatst door aftrekking 
nog een decimaal uitvalt. Bovendien wordt deze onnauw- 
keurigheid hier niet meer te niet gedaan door een wortel- 
trekking met hoogen exponent, zooals bij de berekening. 
van den modulus. Om dus het argument en dan de termen 
van de complexe wortels eveneens in 5 decimalen nauw- 
keurig te vinden, zal men de berekening voor het argu- 
ment in bijv. 7 decimalen moeten doen. 


S 9. Andere bepaling van het argument der complexe wortels. 
Zij @j. het argument van yj in de eindvergeliĳjking. 
Denken wij, dat de wortels der achtereen volgende getrans- 
formeerden niet tegengesteld genomen zijn, dan zal het 
argument van dien wortel der voorlaatste getransformeerde, 


die met y/. overeenkomt, geweest zijn: / 
BE Pp. 
D of 9 0. 


Uit verdubbeling van beide waarden ontstaat nl. als 
argument (tusschen 0 en 27) oy.. 


Een substitutie, met slechts zeer ruwe berekening, wijst ter- 
stond uit, welke van beide waarden bij die voorlaatste 
getransformeerde behooren. Men kan op dezelfde wijze 
langs de achtereenvolgende getransformeerden teruggaan 
naar de oorspronkelijke vergelijking. 

De substituties kunnen geheel in reëele grootheden 
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uitgevoerd worden; bij vergelijkingen met reëele coëffi- 
ciënten met behulp van (LI) of (12). 

Heeft men in de berekeningen de wortels der getrans- 
formeerden wel tegengesteld genomen, dan kan. men ge- 
makkelijk tot het hierboven gedachte geval terugkeeren 
door aan de coëfficiënten der getransformeerden eerst om 
den anderen het tegengestelde teeken te geven. 

Men kan echter ook het tegengesteld nemen van de 
wortels als een vermeerdering of vermindering van het 
argument met zr opvatten. Men kan dus het geheele 
systeem der getransformeerden onveranderd laten, als men 
in de achtereenvolgende vergelijkingen voor het argument 
substitueert: 

id + Enof ds za eg 
2 2 2 2 

Worden in het vroeger behandelde Voorbeeld II de 
opeenvolgende moduli (van de eindvergelijking af gerekend) 
R,, Rs, R,, R, en R‚ genoemd en de bijbehoorende p's 
voorgesteld door p,, ps, P,, Pp, en p,, dan zal R; =l/R;, 
R‚, =l/R;, enz. Men vindt dan achtereenvolgens: 

en RD AO 12305 0 == 6080 25744, 15 
PdO OON Os — kl DA 387. 

Carvallo, die zegt, dat Encke „méconnaît l'idée féconde 
de linventeur”, omdat hij „n’emprunte au calcul que la 
connaissance du module”, leidt ook uit y‚. door achtereen- 
volgende substituties het argument van zz af. Hij denkt 
hiertoe, — evenals voor de afleiding van den coëfficiënten- 
regel, —de gegeven vergelijking en de getransformeerden 
gebracht in den vorm: 

p(z°) Heb (z?) =0. 

Substitueert men hierin voor z? de waarde van — y4. 
uit de eindvergelijking, dan vindt men uit 
_ (2?) 

v(z°) 

(den modulus en) het argument van den aan y‚. beant- 
woordenden wortel der voorlaatste getransformeerde; op 
dezelfde wijze kan men opklimmen tot de oorspronkelijke 
vergelijking. 

Bij vergelijkingen van betrekkelijk lagen graad, waarbij 


es 
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een niet onbelangrijk aantal transformaties noodig was, 
levert echter Encke’s methode eenvoudiger resultaten dan 
die door achtereenvolgende substituties. 

Wanneer men de achtereenvolgende getransformeerden 
der boven behandelde 6e-machts-vergelijking onderzoekt 
met de substitutie : 

Pk 
le 


heeft men voor x;,; achtereenvolgens : 
Og (O9 TI 20/, Or == 128840 pr == DAE 
Psy=167°25107 0, == 628 DDL ard AE 
p= 43° 22’ 467. 
Hierbij vindt men dan: | 
R;cosp=2,19994 en Rs; sin p =2,64588, 
dus L5rs — 4,009 Hr 2,64555 X 1. | 


Deze oplossing stemt nauwkeuriger overeen met 
Wss =S dE = 2,80000 2,045 1D Dois 
dan de vroeger gevondene. 

Een voordeel, aan dit onderzoek door substitutie verbon- 
den, is de omstandigheid, dat de achtereenvolgende p's uit 
de overige worden bepaald door telkens door 2 te deelen. 
De fout in het argument van yy wordt dan ook telkens 
door 2 gedeeld. 

In ons Voorbeeld IV kan men zich bij deze substituties 
zeer beperken door op te merken, dat men voor w;, @4, 
ps en Pp, nauwkeurig genoeg handelt door alleen op de 
drie eerste coëfficiënten te letten. Deze drie coëfficiënten 
kunnen binnen de grenzen eener ruwe benadering gelden 
als de coëfficiënten der vierkantsvergelijking, die #, en x, 
bevat. 

Omdat de middelste coëfficiënt dan — — 2Rcosp moet 
zijn, blijken @;, p4 en ps in het 2de of 3de quadrant te 
moeten liggen; wp, zal weer in het eerste quadrant gelegen 
zijn. Voor @, en e, moet men de substitutie inderdaad 
uitvoeren. (Wordt vervolgd.) 


et 


Ken uitbreiding van een paar bekende eigenschappen 
van positieve getallen 


DOOR 
Dr. L. VAN ELFRINKHOF (Nijkerk). 


Zijn «@,‚ en «, twee positieve getallen (meetbaar of 
onmeetbaar), dan is: 


ed, of z,? 4-23?) 2,7 


De gelijkheid treedt alleen op, als «, = #3. 

Voor drie ongelijke positieve getallen hebben we: 
ride Drs wt Hest Arg wat Hag?) 2r,rg. 

Telt men deze op en voegt, na deeling door 2, aan beide 
zijden 2 (@,a3 + @;43 J- 4,43) er bij, dan wordt dit: 


(@i Hoa 43)? ) 3(wirg Hits H 4243), 


2,42 4 3 ) A 14143 + 273 
ö 5 ö 


of: 


Verder is: 
oi°rg + rg?rg )drinrg, Ki od Patgt DP 2rj0,g, 
PiTa* HAA 3P ) dri Tg, 
en door optelling: 
Di0g (rjda) + 2173 (Fy Hg) H 4243 (Wada) ) Or, 2023, 
en daar #,°— va, w,? \ es is, is zooveel te sterker : 
vS Hea dez? ) OriLatg 
Vervangt men hierin «, door Bxsv3, «> door Bx, x3 
en @; door B-x,x;, dan verkrijgen wij: 
POH LiLg A L2t3 ) OP zj? rg, 


(Fig A 4143 HL243)S ) 2e, wgPrz?, 


of, als we deelen door 27 en daarna den 6den machtswortel 


nemen : 
Ltr idaedr Lid 
Vv Een DO) Barr. 


ej A 


Wij vinden alzoo voor drie ongelijke positieve getallen : 


PytLade3 N ya + 41%3 d 423 
5) 3 


), PLL g 
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Eerst als de drie getallen allen aan elkander gelijk 
worden, gaat de ongelijkheid in gelijkheid over. 

Vormen we nu van « ongelijke positieve getallen 
Lis Bas vee, Ly de som der produkten dezer getallen 
p aan p genomen, deelen deze som door het aantal der samen- 


getelde produkten, nl. es ‚en trekken uit het quotiënt den 


ple machtswortel, dan is, zoo wij de uitkomst door a voor- 
stellen: 


Noemen we nu ap het gemiddelde van de pde orde der 
getallen: aides, Ke Ten opzichte van deze gemiddelden 
bestaat nu de eigenschap: 

„Jeder gemiddelde van hoogere orde van eenige positieve ge- 
tallen is kleiner dan een gemiddelde van lager orde van dezelfde 
getallen. Alleen als alle getallen onderling gelijk zijn, zijn ook 
de gemiddelden gelijk.” 

Om deze eigenschap te bewijzen, nemen we aan, dat ze 
geldt voor n getallen en zullen aantoonen, dat ze dan ook 
geldt voor „+1 getallen. Wij hebben reeds aangetoond, 
dat ze voor drie getallen geldt. We vormen nu het produkt: 


@) =d) oo (LS), 
dan is: 
LD =d AET HET ORT ee 
DOP GP TP pl apt! ar+1 Pidi: 1 
in oe en OE 


Hirst (Cha. 


Voegen we nu een BEA Op k1 bij de overigen, stellen 

Bd = ap A, dan zal h ) —a, zijn, want ao, is positief 
en dan Eder zoo we f, @) door vermenigvuldiging 
met &— 4, ee uit f,(«) afleiden, een paar 
middentermen van fj (%) 


oh (IP| OL Ha DO TT jet 


P 
GEE OE (et Od GE. 


1 
rd 


„dje 
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en nu moet aangetoond worden, dat 


vp rd DEL 
GC at (a, +), GN 
1 Ed DN nnn 
Or 
) 1 
pel EET (a + HOL al 
> V Ta aen) 
nt 
of dat 
npt Dd pla, + Dd 
9 p p pos 
n+-1 | 
| 
pel mp) ++ D(a, + Ha) 
nn 
n 
Daar aangenomen is, dat a,_ j ) a,, stellen we 


Ei= dT HA, zoodat A positief is; evenzoo, daar 
pl 


pl 
a, Dlt Dei lend — u, is ook « positief, en nu gaat 
de ongelijkheid over in: 


Pe „+! +1) 


ET j 
tige. (mp) (dT mbar eerd a,+h)a, 
Ek TT Ek € ’ 
of: 
pl 
pe PEN 
p nl 
(pt 1) haf — (n—p)u 
1 p p 
AE eend 


of, na deeling door GN is 


pr (a 
p ph) \pt1 
EEE a) | 


ir PEDA n-pu |p 


re mdr 
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Eerste geval: h>0. Alle voorkomende getallen zijn posi- 
tief. Verder is On —p{‘nJl en gr, dus is 
APA, (1, zoodat ook de tweede vorm steeds posi- 
(n + Da) 
tief is. 

Nu volgt uit 

aft! de Gn 
ü= 


(ptDa?, (a>b)0), 
dat 
GEE) aPja—(pHD(a—b)l, (ab) 0). 
Stellen we hierin a = 14(pI)k, b= 1pk, dan wordt dit: 


ln ple FE) [1 Hp Ik 
(n + Da,’ 


en voor k = 


k pit EON (a+ 1)h 

mre! mt Da, 
en dus à fortiori : 

pA (a, + h) p1 
m£ De mrd 
pe@tDh (pa ie 
| ) | FaFa, (n +1 Ae 
Tweede geval: h=0. Nu is klaarblijkelijk 


id ee Pa 


tt 


(n-Daf (n +1) an 
Derde geval : h <0. Vervangen we dan h door —h, zoodat nu 
h& a), dan moet bewezen worden: je 
; pÀ a —h) p+l 
1 — 
| rs, en De | 
Pp 


[reEDE 
(n + Da, (n +1) ar! 
p 
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Hierin is p {nl en h& aj, dus de eerste term is zeker 
positief ; verder is: 
ete ep) 
(n + LI) OA (nt) matt 
pt Dhd Had) 


(n +1) en 


erna” ta De (np) di 
EDT 


a 
(n P) att 


(n —1]) di, 1e 
Dus ook de tweede vorm is positief. 
Nu volgt uit 
br beer pen! 


a—b 


>(p DBE, (a>b)0), 
dat 
aPtLj Pb (pta) (a>b)O), 
en zoo a=l—pk, b=l—(p-1Ik gesteld wordt, 
q SE POL (pH IKP, 


en voor k= GEE î 


(1 ph je re RE 


(mn +1) a, 
en dus te meer: 
ie ph dend) Kn 
Da, mt a? 


Dell DEL } 


(len de 
( (n +1) A (nt) art! 


Men ziet gemakkelijk, dat het bewijs blijft doorgaan voor 
ih 
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Het kan zijn, dat we n gelijke getallen hebben, waarbij 
een getal nj komt, dat ongelijk aan de andere getallen is. 


Dan zijn alle getallen a onderling gelijk, zeggen we gelijk a, 

en is a gelijk aan iëter der getallen 2, :.…,%, Nu vis 

den we A=u=0 en worden de te bewijzen ongelijkheden 
in het eerste geval: 


(1 + ph EP Ge (EE 


HD a, ma, 

en in het tweede geval: 
etn D _ Wik \p 
(1 (n +1) a, ) ) (1 (n +1) a, 


maar het bewijs tE is in het voorafgaande gegeven. 
In het tweede geval (h=0) wordt nu de ongelijkheid tot 
gelijkheid, nl: 
Intl 

Hiermede is de eigenschap voor alle gevallen bewezen. 

De eigenschap omvat de bekende, dat het rekenkundig 
gemiddelde gaooter is dan de meetkundig middene venredige. 

Gevolg. Kunnen degetallen a, , «,,.…, ey verschillende 
waarden aannemen, doch steeds zoo, dat een der gemiddelden 
constant blijft, dan worden alle gemiddelden van lager orde 
minimum en alle gemiddelden van hooger orde maximum, zoodra 
de getallen x,,..., @„ onderling gelijk worden. 

Dit is een uitbreiding van de beide eigenschappen: 

Als de som van eenige getallen constant is, is hun produkt 
maximum, als ze allen even groot zijn. 
en 


Als het produkt van eenige getallen constant is, is hun som 
minimum, als ze allen even groot zijn. 
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Een eigenschap van derdemachten 


DOOR 
J. W. N. LE HEUX (Breda). 


Men kan zich de derdemachten der opvolgende geheele 
getallen gevormd denken uit de kwadraten en dus bijv. 
25 beschouwen als 2? +27, 5% als 3? +82 +3? enz. of ook 

(21) (LP HI); 32 (321) 432 H(3* HI) 
en in ’t algemeen: 
nn Olne) 
she) En Gn el, 
A Cte AO) sld 0). 

Stelt men zich de vraag, of het mogelijk is, dat al deze 
sommen, naast elkander geplaatst, een doorloopende reken- 
kundige reeks vormen, dan moet 

82 —b— 22 —a=b=?a zijn, of 32 — 22 =ba—= $b. 

Evenzoo: 

4° — 3e —3°—b=2de=b=2a of 4? — 3? =1a, 
5D? — 4? = Ja, enz, 
waaraan voldaan wordt door a=1, b=2, c=1, enz. 

Gesubstitueerd geeft dit: 

23 =(22—1) (221) =34-5 

93 = (32 —2) 3 H(32 42) =H 11 

A 13 +15 +4 17 + 19, 

enz., 
waaruit de eigenschap volgt: 

Elke derdemacht van een geheel getal p is gelijk aan 
de som van p opvolgende oneven getallen. 

Denkt men zich de rij der oneven getallen‘opgeschreven, 
dus 3, 5, 7, 9, 11, enz, dan is de som der twee eerste —= 23, 
die der drie volgende = 3%, die der vier volgende —= 45, 
enz. Men ziet gemakkelijk in, dat deze groepen g séscheiden 
worden door de even getallen: et mrepeo lep 4: elan de ed 
zoodat de bovengenoemde eigenschap als alen kan wor- 
den uitgebreid: 

p* is gelijk aan de som van p opvolgende oneven ge- 
tallen, waarvan het eerste is p (p —1) +1. 

Zoo is bijv. 13 =43 J- 45 J- 41 449 + 51 +53 + 55. 

Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 7 


Ĳ8 


Aangezien voor de kwadratenvorming de volgende regel 
geldt: 


22143, 32=1435, eld D ih eUZs 
kan men zeggen, dat een derdemacht steeds als het verschil 
van twee kwadraten kan worden geschreven. 


Immers: 43 =13 +15 +17 + 19 
=(143 45.17 18) — (1 Des 491 
— 10? — 6? | 

Deze eigenschap wordt uitgedrukt door de identiteit: 


=| LC e= nd d 


Ken eenvoudig geval van Poncelet's theorema 


DOOR 
C. A. CIKOT (C's Hertogenbosch). 


1 


Dit artikel is een poging om elementair bet volgende 
bijzondere geval van Poncelet's theorema te bewijzen: 

Wanneer een cirkel en een ellips zóó liggen, dat er een 
driehoek bestaat, die in den cirkel en om de ellips be- 
schreven is, dan bestaan er oneindig veel van dergelijke 
driehoeken. 

Verder bevat het een onderzoek omtrent bijbehoorende 
maxima en minima. 

Men vindt. wel elementaire bewijzen van deze stelling 
voor het bijzondere geval, dat genoemde ellips een cirkel 
is; maar deze bewijzen hebben, behalve hunne lengte, ook 
het bezwaar, dat ze te weinig licht werpen op het wezen 
der zaak. Dat wezen is o.i. het feit, dat bij een draaiing 
om den binnensten cirkel een bepaald hoekpunt, als eerste 
hoekpunt beschouwd, zich juist eender verplaatst als wan- 
neer men dit als laatste hoekpunt beschouwt, wat maakt, 
dat de omtrek gesloten blijft. 

Noemen we den driehoek, waarvan men weet, dat hij 
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om de ellips (in figuur 1 als een cirkel geteekend) en in 
den cirkel beschreven is, ABC, en de 
stukken aan het hoekpunt A : pa en 
ra, die aan het hoekpunt B: pb en gb, 
en die aan ’t hoekpunt C: qe en rc. 
Draaien wij nu de zijde AB een onein- 
dig kleinen hoek om het raakpunt, 
dan ondergaat de geheele driehoek 
een oneindig kleine verplaatsing ; bij 
de, nu volgende berekening zijn de 
oneindig kleinen van hoogere orde verwaarloosd, en dus 
is ook aangenomen, dat de zijden om hun raakpunten 
draaien; den nieuwen driehoek noemen wij KLM, en den 
boog AK =p; dan volgt uit gelijkvormige driehoeken : 


Fig 1 


) Giel) c 
en voor de verplaatsing van A: 
LRE zes 
erg, 


zoodat de driehoek zich weer sluit. Daar nu een eindige 
draaiing gedacht kan worden te bestaan uit een opeen- 
volging van elementaire draaïingen, blijft dus de driehoek 
gesloten. Hetzelfde bewijs is van kracht bij een veelhoek; 
immers bij iederen veelhoek, om een cirkel beschreven, 
zijn de stukken aan één hoekpunt gelijk, en bij ’t even wijdig 
projeceteeren worden de:stukken van een zelfde zijde in 
dezelfde reden veranderd. 

Dit bewijs zou in scherpte winnen, als men het, om zoo 
te zeggen, kon „integreeren”, het in eens geven voor een 
eindige draaiing. 

Daar genoemde eigenschap projectivisch is, gaat zij door 
voor een veelhoek in en om twee willekeurige kegelsneden. 


IL, 


De vraag ligt voor de hand, de uiterste waarden van 
het oppervlak en van den omtrek van den veranderlijken 
driehoek te bepalen. Dit wordt eenvoudig, als de kegel- 
sneden cirkels zijn; bovendien bereiken dan oppervlak en 
omtrek tegelijk een maximum of een minimum. We kunnen 
dan ook de stukken aan het hoekpunt A: s—a, die aan 
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B: s—b, en die aan C:s—e noemen. Bij eene uiterste 
waarde voor het oppervlak moeten de gezamenlijke seg- 
menten tusschen driehoek en omgeschreven kegelsnede, 
als men een elementaire draaiing geeft, evenveel aan- 
groeien als afnemen. Met verwaarloozing der oneindig 
kleinen van hoogere orde vindt men dan (draaiing als in I): 


(eat t (oe) Hee HEL) + 


PEET 
(8 — o( Se ete) =(s—5)(e is eo) (so. 
(ar ta) ete oan 


Na deeling door p en herleiding komt er: 
(s—b)® (a—ce) + (s—a)? (c—b) + (s—c)? (b—a)=0, 
waaruit: 
ab — ab? Hac? —a?c + b'e—be? =0 
ab(a—b)—c(a—b)la+b—c}=0. 
Hieraan voldoen: 
1930 Vr ECE OE 

De oppervlakte (en ook de omtrek) bereiken dus een 
uiterste waarde, als de driehoek gelijkbeenig is. Bij een 
gelijkbeenigen driehoek liggen middelpunt van om-, dat 
van ingeschreven cirkel en top op êéne rechte lijn; de 
bewegende driehoek wordt dus tweemaal gelijkbeenigs; 
t is duidelijk, dat hij in den eenen stand een maximunt-, 
in den anderen een minimum-oppervlak hebben moet, want 
waren de uiterste waarden gelijksoortig, dan moesten er 
nog minstens twee uiterste waarden bestaan. 

Voor het geval, dat het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel binnen den ingeschreven cirkel ligt, hebben wij 
na te gaan, welke van de twee uiterste driehoeken maxi- 
mum, welke minimum is. Door eenvoudige berekening 
kan men, zoowel voor den driehoek met de lange hoogte- 
lijn als voor dien met de korte, de oppervlakte (of beter 
nog het vierkant der oppervlakte) uitdrukken in R, rend. 

Men vindt dan voor den driehoek met de grootste hoog- 
telijn een verschil van et voor het vierkant van zijn 
oppervlak boven dat van den driehoek met de kleinste 
hoogtelijn. d is hier de afstand der middelpunten, R de 
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straal van den omgeschreven cirkel, r die van den inge- 
schreven cirkel. 

In den eersten driehoek komt de kleinste van de zijden 
van alle driehoeken als basis voor, in den tweeden de 
grootste van alle zijden. 

Als men bij een soortgelijken vierhoek de stukken aan 
de hoekpunten A, B, C en D achtereenvolgens stelt a, b, 
c en d, dan vindt men in ’t geval der uiterste waarden, op 
de manier als bij den driehoek: 

Mt ble (DE — C°) jee) Fe 
(e2 —d°) (e+ d) + (d? —a°)(d + a) =O. 
Dit kan herleid worden tot: 
Kle (D dj (OE) A0) 
of (a + ce) (a —e)(5 — d)=(b + d)(b—d) (a — 0), 
waaraan wordt voldaan door : 
rd =d OP rd Oka te Sb Id. 

l en 2 zijn feitelijk éne oplossing; de figuur wordt dan 
een deltoïde (vlieger). De oplossing 5 wijst op een gelijk- 
beenig trapezium. Beide figuren hebben OI tot symme- 
trie-as. Berekening geeft, welke maximum, welke minimum 
is. De oppervlakte van den Poncelet-veelhoek, waarin a, 
b, ce, d, enz bovenbedoelde stukken zijn, krijgt uiterste 
waarden voor: 

a°b—ab? + bye —be? + e?d —ed? + ...=0. 

Hieraan. voldoen o.a. de 2 symmetrische veelhoeken, 
maar het is o.i. moeilijk, zoo niet onmogelijk, langs dezen 
weg na te gaan, of nog andere standen een uiterste waarde 
geven, en welke van de twee bovengenoemde veelhoeken 
maximum, welke minimum is Mocht er een eenvoudiger 
manier van onderzoek gevonden worden (of reeds bestaan), 
dan houden wij ons voor mededeeling daarvan aanbevolen. 


II. 


Bijzonder geval van het theorema van Weill. 


Zooals bekend is, heeft Weill de volgende uitbreiding 
aan het theorema van Poncelet gegeven: 

Als een veranderlijke veelhoek steeds ingeschreven blijft 
in een bepaalde kegelsnede en omgeschreven aan een 
andere, is het zwaartepunt der raakpunten een vast puut. 

Wij zullen dit theorema hier bewijzen voor het eenvoudig 
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geval, dat de veelhoek een driehoek is, en de kegelsneden 
cirkels zijn. Het resultaat is dan, evenals dat van II, door 
parallel-projectie eenigszins te generaliseeren. 

De driehoek (zie fig. 2), die tot hoekpunten heeft de 
raakpunten, is gelijkvormig met 
den driehoek, die tot hoek punten 
heeft de middelpunten I,, 1, Is 
der aangeschreven cirkels van 
ABC, want de zijden zijn twee 
aan twee evenwijdig. E 

III, heeft tot negenpunts- 
_eirkel den grootsten cirkel O, 
want A‚ B en C zijn de voet- 
punten der hoogtelijnen in dien 
driehoek, terwijl 1 het hoogte- Fig. 2. 
punt is. IO is derhalve Eulerlijn in 1,I,1,, maar omdat 
diens zijden evenwijdig zijn met de lijnen, die de raakpunten 
op den binnensten cirkel verbinden, loopen de Eulerlijnen 
van die twee driehoeken evenwijdig; I is echter middel- 
punt van den omgeschreven cirkel voor den kleinen drie- 
hoek, derhalve vallen de Eulerlijnen samen; de merk- 
waardige punten op de Eulerlijn van I,L,I; liggen vast, 
het middelpunt van den omgeschreven cirkel voor den 
binnensten driehoek eveneens; de verhouding der ge- 
lijkstandige zijden van de twee driehoeken is standvastig 
2Q, 
Ta | 
en daarom zijn al de punten op de Eulerlijn van den bin- 
nensten driehoek vast, ook zijn zwaartepunt. 

Uit dit bewijs blijkt bovendien, dat de middelpunten der 
aangeschreven cirkels voor den veranderlijken driehoek _ 
ABC op denzelfden cirkelomtrek blijven. 

De negenpunts-ecirkel van den veranderlijken driehoek 
heeft een standvastigen straal, en hij raakt steeds aan den 
binnensten der twee oorspronkelijke cirkels, dus loopt zijn 
middelpunt op een cirkel concentrisch met den binnensten. 


(verhouding der stralen van de omgeschreven cirkels), 
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Over een eigenschap van den negenpuntscirkel 


DOOR 
J. N. VISSCHERS ('s Hertogenbosch). 


Stelling 1. Een transversaal snijdt de zijden AB, BC en 
AC van AABC in N,, N, en N,, de hoogtelijnen CC,, 
SBB, opedeze lijnen insN! Ni -en:N’sd Wit-C», 
B, en A‚ trekt men lijnen door de middens M‚,‚M; en M, 


der segmenten N‚N’,, N;N’en N‚N’,. Deze 3 lijnen snijden 
elkander in één punt op den negenpuntscirkel van A ABC. 
Bewijs. De lijnen A‚M, en C‚M,‚ ontmoeten elkander in 
een punt P. We zullen bewijzen, dat Z A,P,C, == 180° — 
2XLB=/A BC, , dan ligt Pop den omgeschreven cirkel 
wan ABC dt A Op den Oee van den 
gegeven Been Nu hebben we: 
BN CN Ze NEN TO ZAMSATN == MNS; 
Ä MCN, EEE AENTEN AREN SE ZENE SAR IND Sr ZM NA AA 
ZM,A,N’, = 90° —/M‚,N,A, = 909 —/C0 4 Ns 
ZEMTGEN s= 90 LS MINE 00 AE ZENE? 
GLE ZOM AEN ode ZM OENE ZB. 
Verder: ZHC,A, +/HA,C, =/Z B, 
zoodat BEM ORAr rZM GAG Cr =D 
en ZUARBACH == 1809540 ZB. 
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Stelling IM. ’t Punt P is de orthopool van de middellijn 
des omgeschreven cirkels van A ABC, loodrecht op de 
transversaal. 

Bewijs. Zij RST de rechte van Wallace voor ’t uiteinde 
Q van de middellijn loodrecht op de transversaal N‚N‚N3; 
zij verder X ’t punt op RST waar HQ, haar snijdt, dan 
ligt X op den negenpuntscirkel. We hebben dan: 
LCQS =/UQA, als zijnde complementen van gelijke hoeken 
QCS en QUA. Dus: 

LCQS=/LTQS—LTSC =LC—ZTSC=ZUQRHZTSC 
of LC =ZUOQRH2AXL TeC ZL MINGC Fen 

Verder nog: 

ZRXA =ZRXC,+/ZC, XA ,=180°—2X/ZXRC, +180 —2XZB 
=2XLAH2XLC-Z2 XZ XRO, 
—=2ZXLAHLEXLC-RAXLA-—-2XZAÁSR 
—=2XLC2XLASR=2 XLC (LC—ZMN,C,) 
=O AEL MINGG SS 0 Ze MEG TNG 
—/LA,C,B4/M, CN, =supplement van Z P,C,A,, 

zoodat RST door P gaat. 

Opmerking. Voor orthopool zie menu de correspondentie, 
1Oen jaargang van dit tijdschrift, bladz. 126, van den Heer 
Goormaghtigh, of „Sur les cercles podaires relatifs à un 
triangle fixe” par J. Neuberg. Bull. de l'Acad. royale de 
Belgique, Juillet et Aout 1910. 


Over de Meetkunde van den Passer 


DOOR 
Dr. P. VAN GEER (Den Haag). 


Bewijs voor constructie [®. onder V, bladz. 208 van den 
vorigen jaargang, fig. 6 

Neem eerst een gelijkbeenigen driehoek ABC (fig. 1), 
waarin AG == HE. 

Construeer C’ symmetrisch met C ten opzichte van AB, 
vervolgens cirkelboog C(A) en cirkelboog C’(C), elkander 
snijdende in D en EK; eindelijk cirkelbogen D(C) en E(C), 
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elkander snijdende in M, dan is M het middelpunt van 
cirkel (CAB). 

Bewijs. AGCMD —A GDC, 
want volgens constructie zijn beide gelijkbeenig, en hebben 
ZC aan de basis gemeen, waaruit volgt: 

OMEGD =DE. 

Maar CD = CA, dus is ook: 

GRE Ar ARNE 
derhalve is A CMA — A CAC. 

Want ook deze driehoeken hebben een hoek aan de 
basis gemeen, en de zijden om dien hoek evenredig. Maar 
in den tweeden driehoek is AC = AC’, dus in den eersten 
MA = MCO, q.e. d. 

Wegens de symmetrie der figuur ten opzichte van CC’ 
is ook MB —= MC, dus M het middelpunt van cirkel (ABC). 
(De lijn CD in fig. 1 gestippeld te trekken.) 


Zij nu ABC een ongelijkbeenige driehoek (Fig. 2), over- 
eenkomende met fig. 6 van den tekst. 

Volgens de constructie (jg. XI bladz. 207, fig. 3) is D het 
snijpunt van BC met cirkel A(B), dus AD =AB. Vervol- 
gens EÉ symmetrisch met D ten opzichte van AC, dan is 

LE==4ZADCG=180° —/Z ADB =180' — ZB; 
dus ligt E op eirkel (ABC) 

Maar A BAE is gelijkbeenig, zoodat hierop de constructie 
van fig. 1 kan worden toegepast, hetgeen in den tekst is 
geschied. M (fig. 6) is het middelpunt van cirkel (BAE), 
dus ook van cirkel (BAC). 
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Constructie onder 2°, bladz. 209 (fig. 7). 

De gegeven rechten AB en CD maakt men tot lijnen, 
die in een driehoek twee zijden rechthoekig middendoor 
deelen. Aldus is A PQR ontstaan. Dan kan op dezen de 
voorgaande constructie worden toegepast. Laat men P met 
een der gegeven punten samenvallen, dan wordt de drie- 
hoek gelijkbeenig en heeft men slechts de constructie van 
fig. 1 (hierboven) toe te passen. 

Aldus is zij veel eenvoudiger can die van Mascheroni, 
en ook dan die van Hobson (onder 3°, bladz. 206) 


Kigenschappen van fiéuren op den bol, afgeleid uit 
vlakke figuren, 


DOOR 
J. L. KOK (Rotterdam). 


In den vorigen jaargang van dit tijdschrift, bladz„ 168 
en 211, komt een zeer interessant artikel voor over hetzelfde 
onderwerp van den heer J. N. Visschers, dat mij aanleiding 
heeft gegeven deze kwestie nog eens nader onder de oogen 
te zien. 

De heer Visschers bewijst, dat als a, b en c de zijden zijn 
van een boldriehoek, er dan steeds een vlakke driehoek 
mogelijk is met de zijden: 

sin Sa, sin becos tc en cos 3bsin Jc 
en ook een met de zijden: 
cos tc, sintasintb en cos Ja cos } b. 

Door in deze driehoeken formules uit de vlakke drie- 
hoeksmeting toe te passen, vindt hij dan formules voor de 
boldriehoeksmeting. Verder bewijst hij, dat in eerstgenoem- 
den vlakken driehoek ZB tegenover de zijde sin $b eos jc 
gelijk is aan 2 —}E; ZC tegenover de zijde cos 4 b sin 5 c 
gelijk aan y—4E is; dat in den anderen vlakken driehoek 
ZA tegenover de zijde cos 4acos tb gelijk is aan y —4E 
en ZB tegenover de zijde sin }asin }b gelijk is aan 4E, 
als «, 2 en y de hoeken zijn van den boldriehoek, gelegen 
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respectievelijk tegenover de zijden a, b en c‚en E het 
spherisch exces is. 

Met behulp van deze eigenschappen vindt hij dan for- 
mules voor het spherisch exces. 

Ik heb mij hierbij afgevraagd, hoe de schrijver aan 
bedoelde driehoeken gekomen kan zijn. 

Indien men betrekkingen wenscht te zoeken tusschen 
zijden en hoeken van een boldriehoek, tracht men in het 
algemeen die te vinden door toepassing van overeenkom- 
stige betrekkingen bij den vlakken driehoek. Een alge- 
meene oplossing is, dat men den driehoek tracht te pro- 
jecteeren op een plat vlak en dat men dan in de projectie, 
door toepassing van eigenschappen van de vlakke drie- 
hoeksmeting, betrekkingen tracht te vinden tusschen de 
elementen van den boldriehoek. 

De orthogonale parallelprojectie voldoet hier niet, omdat 
de zijden dan geen rechte lijnen of cirkels worden, en de 
hoeken niet onveranderd blijven. 

Gewoonlijk wordt de centrale projectie gebezigd en wordt 
daarbij het middelpunt van den bol als projectie-centrum 
aangenomen (gnonomische projectie). De projecties van de 
zijden (op een plat vlak) worden dan rechte lijnen. 

In het algemeen zijn de hoeken in den vlakken driehoek, 
die de projectie is van den boldriehoek, niet gelijk aan die 
van den boldriehoek. Om hieraan tegemoet te komen, 
neemt men als projectievlak aan het raakvlak van den bol 
in één van de hoekpunten (b.v. A), dan wordt de daarbij 
behoorende hoek van den vlakken driehoek gelijk aan den 
correspondeerenden hoek van den boldriehoek. Van den 
zoo gevonden vlakken driehoek berekent men dan door 
middel van de eigenschappen van de vlakke driehoeks- 
meting de 3 zijden. Van den vlakken driehoek zijn dan 
3 zijden en 1 hoek uitgedrukt in elementen van den bol- 
driehoek. Tusschen die 3 zijden en 1 hoek van den vlak- 
ken driehoek bestaat een betrekking (cosinusformule). Door 
die toe te passen, vindt men een betrekking tusschen 3 
zijden en 1 hoek van den boldriehoek (cosinusformule voor 
den boldriehoek). Door die cosinusformule respectievelijk 
toe te passen op de 3 hoeken van den boldriehoek, vindt 
men 3 betrekkingen tusschen de zijden en de hoeken van 
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den boldriehoek, waarin alle elementen van den boldrie- 
hoek voorkomen, met behulp waarvan door algebraïsche 
herleiding steeds de overige elementen van een boldriehoek 
zijn te berekenen, indien 8 willekeurige elementen zijn 
gegeven. 

Bij de laatst besproken projectie doet zich, gelijk is op- 
gemerkt, de moeilijkheid voor, dat, hoe men ook het pro- 


jectievlak plaatst, nooit alle hoeken van den driehoek bij- 


de projectie onveranderd blijven. De boldriehoek gaat nl. 
steeds over in een vlakken driehoek, terwijl de som der 
hoeken van een boldriehoek steeds grooter is dan 180° en 
de som der hoeken van een vlakken driehoek juist gelijk 
is aan 180°. Het spherisch exces krijgt men daarom dan 
ook niet voorgesteld in de projectie. 

Nu bestaat er evenwel een andere centrale projectie, 
n.l. de zoogenaamde stereografische projectie (waarbij het 
projectiecentrum ligt op het boloppervlak, en het projectie- 
vlak is het vlak, dat door het middelpunt van den bol is 
aangebracht loodrecht op de middellijn, die door het pro- 
jeetiersentrum gaat), die de merkwaardige eigenschap bezit, 
dat de hoek van twee kromme lijnen op een bolvlak gelijk 
is aan den hoek van hun stereographische projecties. Bij 
die projectie blijven dus de hoeken van den boldriehoek 
onveranderd. Verder bezit die stereographische projectie 
de eigenschap, dat de projectie van een cirkel in het 
algemeen ook weer een cirkel is, die overgaat in een 
rechte lijn, als de cirkel op den bol door het projectie- 
centrum gaat. 

Kiest men nu als projectie- i 
centrum het snijpunt van het Ten 
verlengde van 2? zijden van den 5 Fr Er 
boldriehoek, dan wordt de pro- \ 


jectie van den boldriehoek ABC 2 ‚B 
een figuur A’B'C/, ingesloten door ee D 
2 rechte lijnen A/B’ en A/C en 

een cirkelboog B/C’, waarin : { 


LZ A/==a van den boldriehoek ; 4 
ZL ABD, gevormd door A/B’ en 
de raaklijn in B’ aan den cirkelboog BC’ is gelijk aan @ 

van den boldriehoek ; 
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ZAC D, gevormd door A/C en de raaklijn in C’ aan den 
cirkelboog C’B’ is gelijk aan y van den boldriehoek. 

Verbindt men nu B’ en C/ door een rechte lijn, dan is 
LDB’ + ZB'C’D gelijk aan het verschil tusschen de 
hoeken van den boldriehoek en den vlakken driehoek 
AAB Geuss selijk aan B. Daar nu DBC’ —=ZBCD, is 
elk van deze hoeken gelijk aan 4E. In A A’B’C’ is dus: 

LB =2—-tE en (C=y—4E 

Die driehoek is dus gelijkvormig aan den driehoek met 

de zijden: 
sinta, sin#beoste, eos{bsin}e, 
door den heer Visschers genoemd. 

Berekent men dan ook met behulp van de vlakke drie- 
hoeksmeting de zijden van A A’B'C’, dan vindt men, als 
men den straal van den bol als eenheid aanneemt: 

ADG 
NC =tg tb 

y _ Sinta 
48 cos 5 b eos Ic’ 

De zijden van den driehoek, ‘door den heer Visschers 
genoemd, vindt men dus, door de zijden van den laatst- 
genoemden driehoek te Ten met cos Ì b. cos Jc. 

Verder is, gelijk boven reeds opgemerkt: 

DBC + / BCD =E. 

Daar nu B'D en C/D raaklijnen zijn aan den cirkelboog 
B’C’, is dus beb GE. 

Indien men dus de lijn C/A/ verlengt tot zij het verlengde 
van den cirkelboog B’ snijdt in het punt C”, dan is 
LCC'B'=3E In A A’BC’, waarvan men, met behulp 
van de vlakke driehoeksmeting, de zijden kan berekenen, 
komt dus een hoek gelijk aan 4E voor, met behulp waar- 
van men dus gemakkelijk formules ter berekening van E 
kan opstellen, door toepassing van de formules van de 
vlakke driehoeksmeting. Ì 

Bedenkt men, dat het punt B” is de stereographische 
projectie van het tegenpunt van B, dan kan men op een- 
voudige wijze berekenen, indien men weder den straal van 
den bol als eenheid aanneemt, dat: 

ah 
A'C!= cot 5D 
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cos Ja 
cos $c.sin}b 


B’ == 


Vermenigvuldigt men die zijden met cos }c.sin5b, dan 
vindt men voor de 3 zijden respectievelijk : 
sin {c.sin 4 b, 
cos tc.cos ib 
en COSSa, 
De driehoek, door den heer Visschers genoemd, met de 
zijden : 
sin Ja.sin $ b, 
cos la.COs ;b 
en cos Ìc 


vindt men, door in laatstgenoemden driehoek de zijden te 
verwisselen, nl. a door c, b door a en c door b. Daar 
evenwel de boldriehoek ABC willekeurig is, had de heer 
Visschers in zijn betoog even goed den vlakken driehoek 
met de zijden: 

sin $c, sin Ì b, 

cos Jc.cos tb 

en cos a 

kunnen gebruiken. 

Uit een en ander blijkt, dat, indien men in plaats van, 
zooals in de meeste leerboeken voorkomt, gebruik te maken 
van de zoogenaamde gnonomische projectie, toepast de 
stereographische projectie, waarbij men als projectie- 
centrum aanneemt het tegenpunt van één der hoekpunten 
van den boldriehoek en men dan de stereographische pro- 
jecties van den boldriehoek en één van zijn nevendrie- 
hoeken aan de zijden, die in dat hoekpunt samenkomen, 
bepaalt; men krijgt 2 figuren, elk ingesloten door 2 rechte 
lijnen en een cirkelboog, en dat, indien men die cirkel- 
bogen door hun koorden vervangt, men 2 driehoeken 
krijgt, gelijkvormig aan die, door den heer Visschers 
genoemd. 
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Benaderingsuitdrukkingen voor den cirkelomtrek 


DOOR 
Dr. F. SCHUH (Groningen). 
(Vervolg van blade. 33.) 


S 11. Benaderingsuitdrukkingen van den tweeden rang. 


47. Quadratische benaderingsuitdrukkingen. In S$10, No. 43 
is reeds gebleken (uit de orde der osculeerende benade- 
ringsuitdrukking van den eersten rang), dat de osculeerende 
benaderingsuitdrukking van den tweeden rang normaal, dus van 
den tweeden graad of quadratisch is. Hieruit volgt, dat een 
benaderingsuitdrukking van den tweeden rang en van hoogeren 
dan den tweeden graad hoogstens van de tweede orde is. Het 
heeft dus geen voordeel dergelijke benaderingsuitdruk- 
kingen te beschouwen, waarom we ons in deze S slechts 
met guadratische benaderingsuitdrukkingen zullen bezighouden. 


48. Eerste stap tot vorming der osculeerende benaderings- 
uitdrukking, We zullen nu, uitgaande van de osculeerende 
benaderingsuitdrukking (86) van den eersten rang, volgens 
de in $ 9, No. 40 daarvoor gegeven voorschriften, de oscu- 
leerende benaderingsuitdrukking van den tweeden rang 
vormen. Deze is van den tweeden graad, zoodat we (vol- 
gens 8 8, No. 33) tot osculatie kunnen besluiten, zoodra de 
orde tot minstens 4 is opgevoerd. Daar we uitgaan van 
een benaderingsuitdrukking van de tweede orde, heeft men 
dus hoogstens twee omvormingen uit te voeren. 

Daar we uitgaan van een osculeerende benaderingsuit- 
drukking, moeten we met het tweede voorschrift van 
No 40 beginnen. We vormen dus de uitdrukking 


Din). 
Pon är eend DA TAR: EP 


Het volgende behoort als noot op bladz. 32: 

1) Voor n==l is de benaderingsuitdrukking (93) dus nauwkeu- 
riger dan de overigens (d w.z. voor grootere waarden van «) veel 
nauwkeuriger benaderingsuitdrukking (86). Immers (86) geeft voor 
n==l als uitkomst Lê, d.i. 0,9499 te klein. Voor == 2 wint echter 
(86) het reeds in nauwkeurigheid van (93), daar (56) dan als uit- 
komst geeft 4(41/2— 1) == 6,20914, d 1. 0,07405 te klein, 
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volgens (85) (waarin nu j=l en m ==?) is C hier: 
C= ts G(1). 
In S 10, No. 43 hebben we gevonden, dat bij de benade- 
ringsuitdr ukking (86) G(1)=2 is, waar Ke: volgt: 
C=&. 
De nieuwe benaderingsuitdrakkine wordt dus: 


rien 5 bg 7 Pr | pe 
(pip 
=P HHD, PIERR 
en Gift Ap nak sne 
Hiervoor is: 
f@)=1 +41 — 0) + #5 (Ll — 0)?, 
waaruit volgt: RC 
fy) —yf2y? —1= (1 — 9) (11 + 1 + 47). 
Hieruit blijkt, dat de benaderingsuitdrukking (94) van de 
derde orde, dus niet osculeerend is. 


Verder is: R 
ew re ZE (UL +12 4-49), 
GU. 


Daar G(y) steeds positief is, levert de benaderingsuitdruk- 
king (94) een permanent-monotone onderste grens. 

De fout der benaderingsuitdrukking wordt aangegeven 
door (52) (bladz. 20, 1le jg.), waardoor we vinden: 

De benaderingsuitdrukking (94) is een permanent-monotone 
onderste grens van de derde orde, waarvan de fout bij bena- 
dering gelijk is aan 

vd PRE 7 
4480 n° = ON. 0,6742 JEL 

49. Osculeerende benaderingsuitdrukking van den tweeden 
rang. Van de benaderingsuitdrukking (94) uitgaande, vor- 
men we nu verder een benaderingsuitdrukking van hoogere 
orde (dus de osculeerende benaderingsuitdrukking van den 
tweeden rang) door het eerste voorschrift van No. 40 toe 
te passen. We vormen dus de uitdrukking 


| Don Don Pad Landt C@‚r bakje 


waarin volgens (83) (waar nu j=2 en m=3 is); 
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(=H GI. 

Daar we in No. 48 gevonden hebben, dat voor de bena- 
deringsuitdrukking (94) G (1) ='$ is, wordt dit: 
C == 45, 

De nieuwe benaderingsuitdrukking wordt dus: 

Pan + b@in =P) B Din Don Pl 

Pin HEP Pi) HAD + 3D) |= 
ne 
== Doen 5 Dar P) Eil 3p, : 
Voor deze benaderingsuitdrukking is: 


ene ed (ene) va) 
fe) =1lHH(I eli A30’ 


(95) 


waaruit men afleidt: 
ATH 832y + 6y? 


=d ied En 
fw) —yf@y 1) == (1 —y)f AH 3) 1 +64?) 
_ Derhalve is f(y) —yf(2y* —1) deelbaar door (1 — y)f en 
door geen hoogere macht van 1 — y, zoodat (95) een bena- 
deringsuitdrukking van de vierde orde is. Verder vindt men: 
ap ffe, AB t Ot 
(19) 154 F3) U + 6y?) ° 

G(I)= ti 

Hieruit blijkt, dat G(y) steeds positief is, zoodat de bena- 
deringsuitdrukking een permanent-monotone onderste grens is. 

De fout weer bepalend uit (52) (waarin m = 4en G(1) = ##% 
is) vindt men: 

De osculeerende benaderingsuitdrukking van den tweeden rang 
is de benaderingsuitdrukking (95); deze is van de vierde orde 
en een permanent-monotone onderste grens. Voor niet te kleine 
waarden van n is de fout dier benaderingsuitdrukking ongeveer 
gelijk aan | 

9 
B =— ONW. 0,01320 ad NR te eb & (96) 

De orde der osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den tweeden rang is dus gelijk aan het dubbel van haar 
graad. Hieruit volgt weer, in verband met de resultaten 
van 8 9, No. 41, dat de laatste wijzerfunctie van de oscu- 
leerende benaderingsuitdrukking van den derden rang 

Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 8 
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lineair is, dus dat de osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den derden rang normaal ds. 

De benaderingsuitdrukking (95), die door eenvoudigheid 
en nauwkeurigheid uitmunt, geeft zelfs voorn = 1(p,„ == 4, 
p„==0) nog een redelijke benadering, nl. 4#==6,26667. 
De fout bedraagt dus 0,01652 (terwijl (96) daarvoor 0 01320 
opgeeft). 


50. Benaderingsuitdrukkingen van de derde orde. De be- 
naderingsuitdrukkingen van den tweeden rang en de derde 
orde zijn van de gedaante 

(Pin mei 


(LE af 5D en 5 DP» Er Bp) (97) 
waarin B#!#. Men heeft dan : 
ee Aen 2 3 
TA mk AC EEA 


Meik _ 3[5—B1—y)I[5—B2—29)")I 


waarin : 
a=2(55—32B +45?) =2 (11 —2B) (5 —2B), 
b=?(60—33B 2B°) =1(4B—33- V609) (4B—33 609), | 


c=4(10— B—2B?)—4(5+2B)(2— B), si 
d=A( 2B— B')=4 B (2-B) 
dus: 


ab tHetd=210—126B=18(15 — 7B). . . . . (100) 
Uit (98) volgt verder: 


GU =Hlatbtetd=s(15—71B). . … (101) 

Daar men een onderste of een bovenste-grens heeft al 
naar gelang G(1) positief of negatief is, volgt uit (101): 

De benaderingsuitdrukking (91) is een onderste of een bovenste 
grens al naar gelang B kleiner of grooter is dan WP. 

Verder volgt uit (52) in verband met (101): 

Voor niet te kleine waarden van n is de fout der benaderings- 
uitdrukking (97) ongeveer 

pak 


Voor B{!? is de benaderingsuitdrukking kleiner dan 
voor B=!?, dus kleiner dan de benaderingsuitdrukking 
(95), die in No. 49 gebleken is een permanente onderste 
grens te zijn. Daaruit volgt onmiddellijk, dat (97) voor 


nn dn end Madd dend 
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B<\P een permanente onderste grens is 1); daar die onderste 
grens minder nauwkeurig is dan (95), is ze van geen belang, 
waarom we in de volgende beschouwingen B>) !# zullen 
onderstellen. 


51. Voorloopige permanent-monotone bovenste grens. In 
No. 50 is gebleken, dat de benaderingsuitdrukking (97) voor 
B) 19 een bovenste grens is. We willen nu B zoo trachten 
te bepalen, dat we een permanent-monotone bovenste grens 
krijgen. Daarvoor zal in de eerste plaats noodig zijn B<5 


te onderstellen, daar anders de benaderingsuitdrukking (97) 
willekeurig groote waarden, zoowel positieve als negatieve, 
kan aannemen; B=5 kunnen we nog wel toelaten, daar 
de benaderingsuitdrukking dan wel oneindig worden kan, 
maar slechts van den positieven kant (+ oo), nl. voor n =1; 
in dat geval kan men nog steeds van een bovenste grens 
spreken. 

Wil men nu een permanent-monotone bovenste grens 
hebben, dan moet f(4) —y f (24? — 1), dus ook G(y), negatief … 
zijn voor alle waarden van y, gelegen tusschen JV”2 en 1 
(zie $ 2, No. 9). Daar de noemer in het tweede lid van 
(98) voor die waarden van y steeds positief is, moet 
a+ by ey? +dy® steeds negatief zijn. Nu zijn b, ec en d 
voor waarden van B gelegen tusschen 1 en 5 steeds 
negatief (daar in de laatste leden der laatste drie verge- 
lijkingen van (99) de laatste factor negatief is, terwijl de 
andere factoren positief zijn), Wanneer dus a negatief of nul 
is, zal atby-cy*Jdy® zeker negatief zijn. Nu is a <0 voor 

5) B) 4 

We vinden dus reeds: 

De benaderingsuitdrukking (OT) is voor ô) B) een perma- 
nent-monotone bovenste grens. Ae 


Van deze bovenste grenzen is de kleinste, dus de nauw- 
keurigste, die waarvoor B het kleinst is, dus die waarvoor 
B=} is. Als het nauwkeurigste, dat uit het bovenstaande 
kan worden afgeleid, heeft men dus: 


1) Men kan weer aantoonen, dat die onderste grens ook 
permanent-monotoon is. 
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De benaderingsuitdrukking van de derde orde 
(Den De 


ern . (103 
Pont, De) 


pip 1e Dilsen 


is een permanent-monotone bovenste grens. 
Uit (102), waarin nu B=? te stellen is, volgt verder: 
De fout der benaderingsuitdrukking (103) is ongeveer gelijk aan 
7 
ee ON 6 
DERBO ne — 99 O,1124n 
52 Noodzakelijke voorwaarde voor permanente monotoniteit. 
In No. 51 hebben we een voorwaarde gevonden (5 ) B> 3), die 


voor het zijn van een permanent-monotone bovenste grens 
voldoende is, maar wat B <5 aangaat wel, wat B) 5} aan- 


gaat niet noodzakelijk is. We willen nu daarvoor de voor- 
waarde opstellen, die zoowel voldoende als noodzakelijk is. 
Deze voorwaarde drukt, behalve B {5, uit, dat de teller 


van het tweede lid van (98), dus de uitdrukking 

a+ by + ey? +dy®, . « . … … … (104) 
negatief of nul is voor alle waarden van y, die voldoen 
aan SV2 <y <1. Nuisde uitdrukking (104) voor y =1 gelijk 


aan a + b + c+ d, dus volgens (100) gelijk aan 18 (15 — 7.5), 
dus voor B)! steeds negatief. Verder is in elk geval 
noodig, dat de uitdrukking (104) voor y=? negatief of 
nul is, dus dat voldaan is aan: 
ater Hb HEAD Or Fin AE 
Deze voorwaarde is echter ook voldoende. Immers in 


No. 5l is gebleken, dat b, c en d negatief zijn voor waarden 
van B gelegen tusschen 'P en 5, zoodat de vergelijking 
a+ by + cy* + dy* = 

hoogstens één variatie van teeken kan vertoonen en dus 
volgens den regel van Descartes hoogstens één positieven 
wortel kan bezitten. Is aan B)? en aan (105) voldaan, 
dan kan die positieve wortel (zoo deze aanwezig is) niet 
liggen tusschen 42 en |, daar dan (104), voor y=l 
negatief zijnde, voor y=jl?2 positief zou moeten zijn, 
hetgeen in strijd is met (105); hieruit volgt dan onmid- 
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dellijk, dat (104) voor alle waarden van y tusschen 412 
en l negatief is en alleen voor y=}? nul zijn kan. 
Het blijkt dus, dat de voorwaarden (105) en 


AC BIE) MENE BRUROD) 


noodig en voldoende zijn, opdat de benaderingsuitdrukking 
(91) een permanent-monotone bovenste grens zij. Door in 
de vergelijking (105) de daarvoor in (99) opgegeven waarden 
van a, b, c en d te substitueeren, gaat ze over in: 


(4 + V/2) B? — (66 + 3LV2) BH 10 (13 + 6/2) { 0, 
of na vermenigvuldiging met 5 (4 — 2): 
hen Ole 202 D (40 deld 2) 0 0, 


Het eerste lid van deze ongelijkheid ís nul als B gelijk 
is aan een der getallen 
‚a [1OL + 292 + T(6283 J- 431812). .… . (101) 
en negatief als B tusschen deze beide waarden in gelegen 
is. Daar B ook moet voldoen aan (106) en het grootste der 
getallen (1017) grooter is dan 5, terwijl het kleinste dier 
getallen gelegen is tusschen !/ en 5, moet B dus gelegen 
zijn tusschen het kleinste der getallen (107), dat we B, 
zullen noemen, en 5. 
We vinden dus: 


De benaderingsuitdrukking (91) ds een permanent-monotone 
bovenste grens dan en alleen dan als voldaan is aan: 
Een ae) 
waarin ; 
Bj — 4 [10142912 — V(6283J-481812)| = 2,19312352. (109) 


Is B= B, dan levert de benaderingsuitdrukking voor n= 1 
en n= 2 dezelfde uitkomst, daar dan G(y) =0is voor y = VZ. 
Is B=5, dan levert de benaderingsuitdrukking voor n= l 
een uitkomst + op. 

Opgemerkt zij, dat, terwijl B, de kleinste waarde van 
B is, waarvoor de benaderingsuitdrukking een permanent- 
monotone bovenste grens is, B, natuurlijk nog niet de 
kleinste waarde is, waarvoor men met een permanente 
bovenste grens te doen heeft. 
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53. Nauwkeurigste permanent-monotone bovenste grens. 

Men krijgt de kleinste, en dus de nauwkeurigste per- 
manent-monotone bovenste grens door B zoo klein mogelijk 
te nemen als met (108) is overeen te brengen, dus door 
B == B tenemen. Men heekluss 

De nauwkeurigste permanent-monotone bovenste grens van 
den tweeden graad is 

Con pe p‚)° 


Pr, Sb) 
Si pi $ 27 ed rt 


(110) 
waarin B, de in (109) aangegeven waarde heeft. Deze bena- 
deringsuitdrukking is van de derde orde. 

Voor de benaderingsuitdrukking (110) geldt hetzelfde wat 
in S 10, No. 45 aangaande de benaderingsuitdrukking (92) 
is opgemerkt. Ook bij (110) is een maximale fout te ver- 
wachten voor een waarde van n gelegen tusschen 1 en 2, 
terwijl voor kleine waarden van n,maar voornamelijk voor 
waarden van n gelegen tusschen 1 en 2, de fout zich niet 
volgens (102) gedraagt, maar kleiner en voor n zeer dicht 
bij 1 veel kleiner is. Ook hier doet zich het geval voor, 
dat de benaderingsuitdrukking voor zeer kleine waarden 
van » om zoo te zeggen abnormaal nauwkeurig is, nauw- 
keuriger zelfs dan (95), die van een orde hooger, dus voor 
groote waarden van » veel nauwkeuriger is. Voor n= 1 
gaat nl. (110) over in: 

16 8 ê 

3 + TOER 6,2853811, 
hetgeen slechts 0,0001958 te groot is, terwijl de fout van 
(95) voor n= 1 ruim 84-maal zoo groot is, nl. 0,01652 (zie 
No. 49). Voor n=2 geeft (110) dezelfde uitkomst als voor 
n=l, terwijl (95) dan oplevert 6,2831311, d.i. 0,0000542 te 
klein ; voor n=? is dus (95) reeds nauwkeuriger dan (110). 


jd. Eenvordiger permanent-monotone bovenste grens. Neemt 
men in aanmerking, dat voor groote waarden van » de 
fout der benaderingsuitdrukking (91) volgens (102) even- 
redig is aan B—!P = B— 2,14285714, dan ziet men, dat voor 
groote waarden van n de nauwkeurigheid der benaderings- _ 
uitdrukking slechts weinig verkleind wordt, als men B 
niet gelijk neemt aan B, 2,19312352, maar daaraan de 
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iets grootere waarde 5 =22 1) toekent, waarbij: de bena- 
deringsuitdrukking een permanent-monotone bovenste grens 
blijft. Daar B,—! = 0,50027 en 2,2— 1 =0,05714, wordt 
daardoor de fout met ongeveer 14°/, vergroot. Men 
vindt dus: 
De benaderingsuitdrukking 
Bors Pen 
Paar 5 Pr p‚) + 5 3 lip sand E) ARAS (LLL) 


is een permanent-monotone bovenste grens van de derde orde, 
die voor groote waarden van n slechts weinig minder nauw- 
keurig ts dan (110). 

Uit (102), waarin B=t! te stellen is, volgt verder: 

De fout der benaderingsuitdrukking (111) is voor niet te kleine 
waarden van n ongeveer gelijk aan 


7 
ld A OO nn OL A ee one A) 


Voor de benaderingsuitdrukking (103) is B=—=}, dus 
B— P= #, terwijl voor (111) B— IP = IJ — IP = is. Hieruit 
volgt, dat de fout van de bovenste grens (111) bij de limiet (voor 
n= ce) % 2P- dus ruim 6-maal zoo klein is als de fout van de bovenste 


E) De ontwikkeling van B, ==2,19312352 in een oneindig 


voorfloopende kettingbreuk ten bah P ede RE 
De volgende breuken zijn dus grooter dan B, en naderen daar 


meer en meer toe: 


ES 
PER un re ) 
| A : ze | L= 68 — 2,1935484, 
5 
SER 2,1931330. 


2) Gebruikt men deze bovenste grens gelijktijdig met de 
onderste grens (95), ten einde zr tusscheu twee grenzen in te sluiten, 
dan is het voordeelig (111) in den vo volgenden vorm te schrijven : 


GON na De 
Pant SPan Pm) FE dp FDO PP) 
daar dan 14 Dim b) en dp 


+' Bp, reeds berekend zijn. 


2 
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grens (103). Voor kleine waarden van x is echter (111) nog 
meer in het voordeel vergeleken met (103). 

Bij de opgave van de fout van (111) is nl. de toevoeging 
„voor niet te kleine waarden van n”’ noodig (meer dan bij 
verschillende andere benaderingsuitdrukkingen), daar bij 
(111) B slechts weinig van B, verschilt en dus voor (11), 
hoewel in mindere mate, hetzelfde geldt wat in No. 53 
aangaande de benaderingsuitdrukking (110) is opgemerkt. 
Voor zeer kleine waarden van „” (waarden in de buurt 
van 1) zal dus de fout van (111) veel kleiner zijn dan (112) 
daarvoor opgeeft. 

Dit laatste wordt door de beciĳjfering bevestigd. Men 
heeft nl. in de eerste plaats: 

De benaderingsuitdrukking (111) levert voor n = 1 de bovenste 
grens %* voor den cirkelomtrek, d.i. de bovenste grens van 
Archimedes. 

Dit is dus reeds een zeer nauwkeurig resultaat, dat nauw- 
keuriger is (en wel ongeveer 6t-maal) dan de onderste 
grens, die de (voor groote waarden van „ veel nauwkeu- 
riger) benaderingsuitdrukking (95) voor n=1l geeft. Daar 
4 =6,285714, is de fout van (111) voor n=l gelijk aan 
— 0,002529 1), terwijl (112) daarvoor opgeeft — 0,01798, dus 
een ruim 7-maal zoo groot bedrag. (Wordt vervolgd.) 


Boekbespreking. 


Dr. H. NABER. Meetkunde en Mystiek. Drie voordrachten. 
Gizeh — Monsalvat — Amiens. 

Amsterdam, N.V. Theosofische Uitgevers-Maatschappij. 

Wie het fraaie werk van denzelfden schrijver „Das 
Theorem des Pythagoras” heeft gelezen, zal zeer zeker 
wel neiging gevoelen, dit werk ter hand te nemen. 

Hij zal dan niet worden teleurgesteld. 


1) De benaderingsuitdrukking (103) levert voor 2=—=1l als uit- 
komst 2? =—6,4; de fout is dus — 0,1168, dus ongeveer 46-maal 
zoo groot als die van (111). 


ii ' 
ad rna le a 
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In zijn eigenaardigen stijl tracht de schrijver verband 
te leggen tusschen zaken, die men — oppervlakkig be- 
schouwd — los van elkander meent te zijn. 

In hoofdzaak zijn het de verdeeling in uiterste en mid- 
delste reden, en den regelmatigen vijf- of tienhoek, die 
door den schrijver nagegaan worden in hun geschiedenis. 
De letter van Pythagoras, waarmede men vroeger geen 
weg wist, werd door den schrijver in zijn vroeger werk 
gevonden in den tienhoek. Ze is op het titelblad afgebeeld 
binnen een gestyliseerden vijfhoek, als symbool van het 
mystische element, dat in de wiskunde een groote rol 
heeft gespeeld. 

Van de drie voordrachten handelt de eerste in hoofdzaak 
over de groote pyramide van Cheops. De titel van deze 
voordracht is eenigszins misleidend. 

De tweede behandelt het roosvenster in de kathedraal 
van Amiens, de derde handelt over de Graalsage. 

In deze laatste is het mystieke element het sterkst. 

De schrijver is geen mysticus, die de wiskunde dienst- 
baar wil maken aan zijn opvattingen, en er niet tegen 
opziet de wiskunde te verknoeien en verhaspelen. Integen- 
deel is hij een wiskundige, die verband ziet of voelt tus- 
schen schijnbaar op zichzelf staande feiten, en het mystische 
erkent, dat gehecht is aan schijnbaar dorre constructies. 
Dit maakt, dat men bij het lezen van de voordrachten 
altijd den vasten grond der wiskunde onder zich voelt, en 
geen gevaar loopt verward te geraken in vage en nevel- 
achtige beschouwingen. 


C. A. Crkor. Complement der Stereometrie. Bevattende 
tekst en 300 meest oorspronkelijke of minder bekende 
vraagstukken. 

Groningen, P. Noordhoff, 1915. 

De „400 Stereometrische vraagstukken” van C. A. Cikot 
genieten reeds lange jaren een welverdiende reputatie. 
Een aantal artikelen en vraagstukken van den schrijver 
in het Wiskundig Tijdschrift getuigen van zijn bijzondere 
voorliefde voor de meetkunde, en zijn bekwaamheid in het 
opstellen van vraagstukken, die voor hun oplossing cen 
goed inzicht in de theorie vereischen. 
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De redactie van het Wiskundig Tijdschrift spoorde den 
heer C. eenige jaren geleden aan, om een verzameling te 
geven van eigenschappen en bewijzen, die gewoonlijk niet 
in leerboeken worden opgenomen. Thans is — onder een 
andere vlag — bovenvermeld boekje verschenen, dat veel 
wetenswaardigs bevat, en dat gesteld kan worden naast 
de „Stereometrische hoofdstukken van Corneille Landré. 

Het is zeer te betreuren, dat erzoo goed als geen figuren 
in voorkomen; in dit opzicht staat het zeer ten achter bij 
het werk van Landré. 

Een kleine vergissing is op bladz. 24 begaan, waar het 
lichaam in fig. 5 het veertienvlak van Lord Kelvin genoemd 
wordt. Het Kelvin’sche lichaam is een ander. 


Oplossingen van de Vraagstukken van 
Examen Kv 1918, 


In de laatste jaren werden vraagstukken van het 
examen M.O. Kv. ter oplossing gegeven in „Vraag en 
Antwoord”. Dit zal ook in het vervolg geschieden, doch 
bovendien zullen de oplossingen der vraagstukken, die in 
1915 werden opgegeven, worden opgenomen, behalve van 
beschrijvende meetkunde, waarvan men de opgaven vindt 
in „Examenopgaven in 1914 en 1915”. Blijkt genoegzame 
belangstelling, dan zullen ook in volgende jaren oplossingen 
worden gegeven. De heer Dr. Joh. A. Vreeswijk te Utrecht 
zal zich met deze rubriek belasten. Er worden gewone 
oplossingen gegeven; de redactie zal echter gaarne ook 
plaatsruimte verleenen voor bijzondere oplossingen. 


Differentiaalrekening (S uren). 


1. Te berekenen: 1 


Lim, | Ladesie raa)” |. 


Berekening. Men heeft: 
ke De 
Lim (1 + ax) — Lim Ë Hao) ze", 
c=0 idd 
waaruit blijkt, dat de opgegeven functie den vorm £ aan- 
neemt, als men de substitutie @ =0 uitvoert. Is nu: 
Ì 
Peel ar 
Je x EN 9 
dan volgt uit differentiatie van teller en noemer: 
alg(l+ax) 0 


Wendt re oee | 
Te kri 2e + Jax? 0) (L) 
We differentiëeren dus nogmaals en vinden: 
a° 
E 1 + ax a? 
L A RE HE 
ene en Oet Garand @) 
Men kan ook in (1) de reeksontwikkeling voor! (1 + ax) 
toepassen : 
2 nt 3 3 
a(ar EEE) N 
Lim y= Lim 5 L 5 
erik 2x + Jar? Kee Ri 


2. Gegeven een drievlakshoek met drie rechte hoeken en 
een punt P daarbinnen. Door P brengt men een verander- 
lijk vlak aan, dat van den drievlakshoek een viervlak af- 
snijdt. Bereken den kleinsten inkoud van dat viervlak. 


Berekening. Neem de ribben van den drievlakshoek als 
X- Y- en Z-as. Zijn de coördinaten van P nu x,, y, en 
Z,, dan is het veranderlijk vlak van P voor te stellen door : 


e y Zie ven 
Rn (U 


Hierin stellen a, b en c de stukken voor, die het vlak 
respectievelijk van de X-, Y- en Z-as afsnijdt. P ligt in 
dat vlak, dus: 


ED A PRE 
eene 


ok abz, 
__ab—bre, — ay, 


rs A ae ak al 9 


c (3 
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Voor den inhoud I van het viervlak heeft men blijkbaar : 
abez, 
Eb be, — Ay: zeen 
Differentiatie naar a en naar b geeft de voorwaarden: 


ANC 


80 of ab—2be, —ay, =0 
1 @) 
Pe of _ab—?Zay, — be, —0 
waaruit men vindt: 
sed D= 
Hierdoor wordt (4): 
Imnin S%Lig1Z1 « < « … (7) 


Bij de afleiding van (5) onderstelden we En en 
Dat (7) werkelijk een minimum en geen maximum voor- 
stelt, is uit een stereometrische beschouwing duidelijk. 
Men kan geen maximum krijgen, hetgeen ook uit de 
tweede afgeleiden blijkt. 


3. Bewijs 
” 
ad EAR (— De (n— 1) !sin no sin” o 
da” 
als 
sin En 
EG OEE KI hen A Ve PTT 
a d Ans KL EEn 
Bewijs. dr PSB 2 Legs — Sin Dr 
d? EP A 
gps PSB = sin 2p.sin? op 


Uit het gegevene volgt door differentiatie : 
dd bg tg x 
det! 
zoodat de formule (5) juist is, als zij voor » juist is. Maar 
uit (2) blijkt de juistheid der gevraagde formule voor n =2, 
dus is zij goed voor n=8, enz. (Bernouilliaansch bewijs). 
Analytische Meetkunde (2} uur). 

1. Bewijs, dat de doorsnede der oppervlakken 
ne t-yt tea? en #24 y*—=ar een dubbelpunt heeft, 
en bepaal de raaklijnen in dat punt. 


len Lein 10 sein …_… … 6) 
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Oplossing. De vergelijkingen der raaklijn in een wille- 
keurig punt «,‚y‚z der gegeven ruimtekromme zijn: 
LX) y(Y—) +222) =0 

(XK) (2 — a) + (Y—y)2y=0 

EX A yY +24 a? =0 | (Ĳ 

(2x —a) X HY arty? =0 | 
Blijkbaar vallen voor @=a, y=0, z=0 de beide vlak- 
ken (l) samen en is er dus in dat punt meer dan één 
raaklijn. Het vlak, waarin die raaklijnen moeten liggen, 
is: X==d. Daarom projecteeren we de ruimtekromme op 
het YZ-vlak, en vinden voor de vergelijking van die pro- 
jectie : 


of 


Teer Ne ONE et er (0) 
De termen van den laagsten graad uit (2) nul stellende, 
krijgen we: 
YZ? =0 
Y4+Z4=0 Vi Oke Orta lS) 
Dit zijn de raaklijnen aan de projectie (2) De raaklijnen 
aan de oorspronkelijke ruimtekromme in het punt a,0,0 


zijn ten slotte: 
X=a NO zij’ | 
Y+4=0 Y—-Z=0 | 


2. Gegeven zijn de oppervlakken xy + mz + yz=1l en 
PF y* =2ag. 

Bewijs, dat de meetkundige plaats der punten, waarvoor 
de poolvlakken ten opzichte van die oppervlakken elkander 
loodrecht snijden, een kegel is, en bepaal de coördinaten 
van den top. 


Bewijs. De respectieve poolvlakken voor een punt 
Dis Yi» Z1 zijn: 
By: He) te, +2) Hele, Hy) =2 | (Ĳ) 
wiet YiY — AZ AR; HEEN 
De correspondeerende normalen zijn: 


EE us id (D) 
Or er ee ntalie Li Yet 
Deze staan loodrecht op elkander, als : 
® (2, —A) F yi (2, A) H2r,y, =O . . . (8) 


Dit is blijkbaar een kegel met den top in het punt 
n=0, y=, 2d. 
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3. Bepaal de vergelijking van het ontwikkelbaar opper- 
vlak, dat de beide krommen bevat, die voorgesteld worden 
door -#=0, y? =gren doorss0 2 4. 

Bepaal ook de vergelijkingen der keerkromme. 


Oplossing. De raaklijn t‚ in een punt P, (@,, y,, 2}) der 
eerste kromme is: 
X=0, Zit Zi gj 0 
De raaklijn ft, in een punt P,(x,, v>, Za) der tweede 
kromme is: 
7 =0,- Zj YY =O KEN 
Nu moeten t‚ en t‚ elkander snijden, waardoor men Gp 
voorwaarde vindt: 


2 Fy =O te 3) 
De lijn PP, is: 
X Y-—-y, LL, 
Er AN nh En 
gers 21 
of y= Edge 
en y= ty? Te En 


We moeten nu #,y,,21, @&2,42,%s elimineeren “uitsde 
vergelijkingen (3), (B), (6), en #, =0,4,* = 2,22 Onnen 

Het resultaat dier eliminatie is: 

2TX4Z —3OX2YZ + ANP YS 4Y4HB8YZ—4Z =0,. (1) 
en dit is de vergelijking van het bedoelde regelvlak. 

Ten einde de keerkromme te vinden van het regelvlak, 
voorgesteld door (7), bepalen we de vergelijking van het 
raakvlak aan (7) in een punt P, der kromme z=0, 2? =g. 
We vinden voor dat raakvlak: 


Sw, EX 4 Zr, =O 
Differentiatie naar x, geeft: 
Br, XY ISO en EN 
Een tweede differentiatie: 
BR Aj == 0 eer 


Eliminatie van «, uit de vergelijkingen (8), (9) en (10) 
geeft voor de vergelijkingen der keerkromme : 
135X* — 144X°Y — 644 =0 
9X° —8Y =0. 


Integraalrekening (2} uur). 


1. Door den oorsprong O van een rechthoekig coördi- 
natenstelsel XOY gaat een kromme, die de eigenschap 
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bezit, dat een willekeurige boog OP dier kromme tweemaal 
zoo lang is als de raaklijn, die men in het uiteinde P kan 
trekken, gerekend van het raakpunt P tot aan het 
snijpunt met de Y-as. Gevraagd wordt die kromme te 
bepalen. 


Oplossing. Zij (w,y) het raakpunt, dan heeft men dus: 
% 
Puy). daat Hay) NET 
0 

Differentieer beide leden naar x: 

2e J Zy? + 2 yy” 


(Il ae y E) en (0? Es ye) 
of ene md 
5 
SE: (ay?) =—l 
Uden ae 0 
’ Ca 
dr VI 
[VS dte. @ 
De integraal kan men berekenen o.a. door te stellen: 
Oek 
n= 
Men vindt ten slotte voor (2): 
y= HVO at) -Obgtg LL. B 


Daar de kromme door O moet gaan, heeft men: 
O=C—Cbgtg oo 


SOE Neten en. Seal) 
De vergelijking der gezochte kromme is dus: 
pCt VOr a) Cbstef SO 


2. Een lijnsegment AB ter lengte a rust met het eind- 
punt A op een rechte lijn / en maakt met £ een hoek van 
45°, Dit lijnsegment draait om de lijn !, terwijl het punt 
A langs / verschuift zoodanig, dat de verschuiving van A 
en de draaiingshoek om / evenredig zijn; de hoek, dien 
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AB met de lijn maakt, blijft daarbij onveranderd. Bereken 
het oppervlak door AB doorloopen na een draaiing van 
90°, als A daarbij over een lengte b verschuift. 


Berekening. Neemt men de gegeven lijn tot X-as, dan 
vindt men voor de vergelijking van het bedoelde opper- 
vlak, dat een scheef schroef vlak is: 


zE aretg EH Vgt Het). MEPPEL 


Het gevraagde oppervlak kan dan verkregen worden 
door de berekening van: 


Jar 2 Jar 2 
ò 
| | VLG) +(E) + rl.ayde @ 
dav 2 Jav-2 
Ì | vl eon ER 
Voeren we in: Z=rCOS4, Yr sina 


en wordt (3): 


OEE 

Ke en ee cosa —rsina | 
| VG +2) “{sin « ro giet 
0 
2 Zar? | 
zj ae [vans +omert). dr ne 
0 0 


Voert men nu deze integraties uit, dan vindt men ten 
slotte voor het gezochte oppervlak: 


Lof bt riafa ln 
zr 40°! Opa mnd —7zalvdbh*j z'a?)f (1) 


8. Gevraagd «& en y als functies van t te bepalen, als 
gegeven is: 


dy Rie dae EE 
ge , Te y 
en bovendien, dat men voor t=0 heeft: 
1 dy 


GA mn rfid 
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| le Oplossing. Men heeft: 
p=fO=OH POF O AEP "OA 0 


y= F)= FOH POH POH O4. @) 
Verder is: 


f(O)=a _ F(O=0 
f’(0) =0 F0) =0 
f(0)=0 F’(0) =2A?a 
f"”(0)=0 ONS (Ol {00 
f (0) = — 4âta F6(0) = —28 Ata 
fO)=fO)=f"0)=0 __Fr(0) —F3(0)— F'0)—0 
f (0) =242Ata F10(0) —=25A10g 
== Of kl (0 == 0 enz. 
fi2 =—26A12g, 
enz. 
Men vindt derhalve: 
P2A4ft  D4A8fS D612412 
„mj Er Ja (2) 
EE ACL EA LOELO ETAT NS 
ETAGE RET LO LA ja 5) 


2e Oplossing. Door de gegeven vergelijkingen tweemaal 
te differentieeren, vindt men de vergelijkingen : 


d dq 
dre, op tdAty=0. RA Eeen) 
(Dt +49) =0, (Dt +4) yY=0. « …—. . (8) 


Lost men deze op de bekende wijze op, dan vindt men: 
r=e (C eos AHCysin 2E) HeT (Ozeos MHCtsin Af). . (3) 
2y —= ET UC, sin A—CsCO0S 2E) + TP (C4CosAt—Cgsin 24). (4) 

De waarden der constanten kunnen uit de gegevens be- 
paald worden. Dit laten wij aan den lezer over. 


Utrecht. JoH. A, VREESWIJK, 


Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 9 
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Vraag en Äntwoord, 


Antwoord op Vraag 105, bladz. 255, vorigen jaargang. 

Zij XOY de gegeven hoek en P’ het punt daar buiten. 
Stel XOY =w. 

Laat uit P’ de loodlijn P/N=Z op OY en PM =a op OX 
neer. Trek de willekeurige voerstraal P/AB, die OX in A, 
en OY in B snijdt. Stel Z BP/N =p, 


Dn 

COS 0 

jj sun aq 
PAS cos (w + Pp) 


0 a 
Ln cos TNS € 
Van deze uitdrukking moeten 
de maxima en minima gezocht worden. 
AV _ bsinp asin(w+p) et, 
dp cos°p cost(whp 
dus Char BAAN CE Al 


dus: 
tg op COS p 
of tet pp teto dr ter — re tp — e= 
tg w tg? w btg?w COS w bsinw 


Aan deze 3e-machtsvergelijking in tgw kan voldaan 
worden : 

1° door 1 reëelen wortel en 2 complexe wortels, of 

29, door 3 reëele wortels. 

De steeds reëele wortel stelt klaarblijkelijk de tangens 
van dien hoek p voor, waarbij de kortste lijn A/B’ behoort, 
die door P’ tusschen OX en OY getrokken kan worden. 

Deze waarde van tgw voldoet dus niet aan de vraag, 
aangezien gevraagd wordt naar de maximum-en minimum- 
waarden der lijnen, getrokken tusschen OX en OY. 

Wij moeten dus nagaan, wanneer vergelijking (1) 8 reëele 
wortels bezit. 


Stellen wij vooraf: tgo=et; 


dan gaat (1) over in: 


(1) 
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1 a 
Ee ekatesneoe el. 
2 Ja j 
Ee oem ee 14) 


Stellen wij: 


1 a 
eten nteroe ai Tt} 
2 Za arl ae 
Ate ew  3tgtweose bsinw d 
dan voldoen er aan vergelijking (la) 3 reëele wortels, indien 


(597418) "con 


De substitutie van bovenstaande waarden van p en gq in 
deze uitdrukking, die evenwel tot geen elegante uitkomst 
voert, laten wij aan den lezer over. 

Voldoen de waarden van p en q aan het bovenstaand 
kriterium, dan voldoen dus aan vergelijking (la) 3 reëele 
wortels, en hebben wij te doen met het onherleidbaar geval. 

Op de bekende wijze vinden wij, door 

3 
n= (57 Ì en cos Ba tal Tr) 
te stellen, dat 
# == LCOS 4 


e,=ncos( 7 BI a) (2) 


tz =N cos( 7 mn a) 


Noemen wij p positief, als B tusschen O en N ligt, dan 
volgt gemakkelijk uit de figuur, dat 


BOEND ee, 
ON 


dus: | a: 
ON = (4 rrd 
zdf Cr 
dus: À Bend: >» tap) —o. 


too bsinw 
Wanneer wij evenwel in ieder bijzonder geval de boven- 
staande 3 waarden van « (2) berekenen, dan vinden wij steeds 
1 waarde van zr, zoodat 
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2 a 
PA aire Altea tent 

Deze waarde voldoet dus niet aan de vraag. 

Het is gemakkelijk in te zien, dat deze waarde van tg o 
behoort bij de kortste lijn A/B’, die tusschen OX en OY 
te trekken is. 

Wanneer wij zoodoende de 2 mogelijke waarden van tg @ 
gevonden hebben, kunnen wij hieruit p berekenen, omdat 
wij weten, dat w slechts in ’t le en 4e kwadrant kan liggen. 
De 2 op die wijze gevonden waarden vang gesubstitueerd 


Dh a ê 
mSÂB == BO me geven de gevraagde maximum- 


en minimumwaarde. 
Rotterdam. S. C. VAN VEEN. 


Antwoord op Vraag 106, bladz. 255, vorigen jaargang. 

De bedoeling van de vraag is waarschijnlijk, dat er 
boeken opgegeven moeten worden, waarin ’teen en ander 
over de boven omschreven bolsystemen te vinden is. 
Schrijver dezes is evenwel op ’t oogenblik niet in staat, 
aan die vraag te voldoen. 


Kee 
SAKS, 
KeAe CAAS YY 


Fig. 3 


en 


Overigens biedt het boven omschreven geval niet de 
minste moeilijkheden. Voor gemakkelijk overzicht vervan- 
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gen wij de bollen der onderste laag door hunne middel- 
punten. Wij verbinden nu het middelpunt van iederen bol 
met de middelpunten der 6 (soms een kleiner aantal) bollen, 
die den eersten bol raken. Er ontstaat dan een net van 
_ gelijkzijdige driehoeken. Het stelsel, gevormd door 8 elkan- 
der rakende bollen uit de onderste laag, met een daarop 
liggenden bol uit de bovenste laag, stellen wij voor door 
een geliĳjkzijdigen driehoek met ingeschreven cirkel. 

Het blijkt uit fig. 5 gemakkelijk, dat 2 driehoeken met 
ingeschreven cirkel geen zijde gemeen kunnen hebben, 
daar in dat geval de bollen der bovenste laag elkander 
zouden snijden. 

Het is nu gemakkelijk in te zien, dat onze fig. 1, 2, 3en 4 
respectievelijk hetzelfde voorstellen als de fig. 1, 2, 3 en 4 
uit de 4e aflevering van den vorigen jaargang. Wij kunnen 
nu de vraag algemeen behandelen, b.v. voor stelsels, zoo- 
als de heer V. beschouwd heeft, d. w. z. zeshoeken met 1 
as van symmetrie en 6 hoeken van 120°, Er zal dan blijken, 
dat 3 gegevens noodzakelijk en voldoende zijn. Laat b.v. 
gegeven zijn: het aantal bollen, dat ligt in 3 van de 4 
ongelijke zijden. Stel het aantal bollen, dat langs AB ligt 
— n, dat langs BC ligt =p, dat langs CD ligt=gq (zie b.v. 
fig. 3). 

Dan bestaat AB uit n —l1 zijden der gelijkzijdige drie- 
hoekjes. Evenzoo BC uit p —1 zijden, CD uit q — 1 zijden, 
en DE, zooals gemakkelijk in te zien is, uit n +p—q—l 
zijden. 

Beschouwen wij eerst een rangschikking van de bovenste 
laag, als in fig. 1 en 8. Dan is het aantal bollen van de 
bovenste laag: 


(nl) + (n—_1H1) + (N12) +... + (n—ldpl) + 
re lp 11) + (n—1lp1—2) H.H (np VT 
=p end p—3) + E(q— 2) (2n + 2p —q—3) ee (1) 


Is evenwel de rangschikking der bovenste laag als in 
fig. 2 en 4, dan is ’t aantal bollen der bovenste laag : 


nF (nt Dn 2) ded mld p— 1 
Fl p2) (nld p B) HH (npt 
=p In Hp?) (gl (2ntpg A). (2 
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Inderdaad volgt voor n =2, p =3,q=2, zooals in fig. 1 en 2: 
WER ANG bovenste laag = 6, 
uitz bovenste laag = 7. 
En voor n=3, p=4, q =3, zooals in fig. 3 en 4: 
UIGRGL) < LS MON VIELEN ZIE 
Het is gemakkelijk te zien, dat deze methode ook op 
andere stelsels, dan zeshoekige, uitgebreid kan.worden. 


Antwoord op Vraag 108, bladz. 79. 
Opgave Differentiaalrekening K,, 1906. 
Als tusschen w, „ en z de betrekking: 
(ae FH la) (y + U) (2 H Ie) — la 12B 12e 
bestaat, vraagt men naar de maxima of minima vana rd 
te bepalen. 


Noem a°4/c° =F (x,y, 2). 


(a Hla) (y HD) (e+ 10) = la Pb 12e =o (e‚,2). 
Voor de maxima of minima van F (w,4y,2) geldt: 


Aaf Aere 
dr — 0 ’ dy = 0) ’ 
of, daar in F ook z als functie van w# en y optreedt: — 
, 
dr òr 
oF En Òz 
òy ur, Sr, 
Anderzijds volgt door partiëele differentiatie der verge- 
lijking : p (1, y, 2) =0. 
dpd, 
Oz dz 
òp | Ap dz 
òy hs dz òy el 
Elimineeren wij nu 5 uit de eerste en derde vergelij- 


: shel e 
king, en evenzoo 5, uit de tweede en vierde vergelijking, 
dan volgt: 


oF Op òf Òp 
Ore MO 
oF òp AF dp 


òy dz. df Ay — E 
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Uit deze vergelijkingen, verbonden met o (w, y, 2), kunnen 
wij w, y en z berekenen. 
Op bovenstaand geval toegepast, vinden wij dus de 


volgende 5 vergelijkingen: 
abe la (w H la) (yt- 15) — a Ie le (y HU) (2 H Ie) =O 
a Ie Tb (a H la) (y HU) — a UI le (a + la)(z + le) =0 
(w + la) (y H- lb) (2 H- U) = l?a 120 LC. 
1°, zijn a, 5 en e positieve getallen. ) 0, daar er van 
logarithmen dier getallen sprake is. 
Daaruit volgt: a°4/c° # 0. 
Wij kunnen dus bovenstaande vergelijkingen door de 
volgende vervangen: 


1Saltblte _ 12a 12513 
(zle)  (s+la) DRA Se) 

l2alsbl?e _ lal?b 3e ' 
EH) T WHP) AA 

(eet da) (ly HU) (aA le)lFa l2Bl2e; ont he Ae (8) 


Uit (1) volgt: vh la= z (z + lc) 


iere DHB (e + 1). 


Dit gesubstitueerd in (3) He 
(eetlejs — la l3d 


öt z—=lalb— le; 
evenzoo : y=lale — 7: 
en av =—=lb le —las 


Opdat er een maximum of minimum kan plaats hebben, 
moet 

(k Beas H 
dzòy/ Ar? dy? 

Oer 0 nd Hed Jl 
nim la Hie). 
Uit wp (w,y, 2) = (a H la) (y H- 18) (2 H- le) = la l°b le =O volgt: 
GADE de ikk: 


20 Zijm. 


òr dz Ar 
Òp 
z NE de : 
Sn OE 


dus: EE 
evenzoo : e= ET 
Dus: 
Ed! “(ve EE ej) — Fr; 
evenzoo : Sr — ae (u on en) — Fy. 


Verder is: | 
dE Fe _OF'w  òF’r dz 
dr?  òr dr dz òr’ 
ò°F __ dEz _òF/s  OF'w dz 
Òròy  Òy Ay dz òy ” 
oF …— òFy …dF’y  òE’y dz 
Oye Oy Oy òz dy” 
Gemakkelijk vinden wij dan: 


hee: We | (u En „Eke )a 20 zdle } 


Oz xJ- la (et lay | 
x le le jz} le 
en A (tate zh ) se 5 
Ek wen Sed la ke a hlale la” 
Oee Lr ne) ze 
Sroj — He (t De een EE 
Dy zt le le jz + le 
— ad la—l Ee 
a 2} (a jn le nn 
de z zt le zl le 
ae) ( ll )® Dr 
dy? K PEET 
le le zt-le 
Tp? (u ed et Ee as 
= Â | ED 7) A PT 
Wanneer wij hierin de boven gevonden extreme waarden 
o—=lble — la; 
z=lalb —le; 


substitueeren vinden wij: 
dE TV? Sla 


dr? ble” 
ò2F À JAR 
Òrdy lc’ 
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Re OE PF 2,2 22 —5 
En dz? Vehinks 6 (zs) 
dus negatief, daar Pad Jai als vierkanten van reëele ge- 
tallen —J- zijn. 

Er zijn verder nog 4 verschillende gevallen te onder- 
scheiden. 


ad l 
1°. le=—, dus e{ 1 en tegelijkertijd zt 
.. oe ò2 FE . ….. 
Dan zijn Sp en APE beide tegelijk —; dus de waarden 


(1) maken F (z,y,2) tot een maximum. 
20, le=—, en tegelijk 5 —=— 
ò2F ò? an 
5e En ir beide +. F(w,y,z) minimum. 
la 
0 e Le 
Berre, jz =t 


de, Sn 
Rel en VEN beide J, dus F (z, /, z) Minimum. 


ELO 
ht Ott in 
ò2F de Bet : 
57e en op beide —, dus F (x,y, 2) maximum. 


5. C. VAN VEEN (Rotterdam) ; H. B. FIJNENBERG (Roermond). 


Oplossing. 
Zij f(le‚y‚z)=alaylb +zle, dan volgt: 
arn òz | 
png Al | en 
OS Oee 
ee rn | 
Òz Òz zh le 
elo) H(e tlas =0 so El | 5 
dz Òz zl le 
! — == nt dn 
ze be 5, 0 òy y + lb | 
Substitueer (2) in (1) en los op: 
sole la delle lb 
Ee la de, AE D 


Uit de gegeven voorwaarde volgt nu: 
zm=la.lb—le, y=la.le —lb, az=lb.le—la, 
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Bepaal nu: 
on DRR AAV òf Zen ò°f TZ 
dr  1b.l?e’ òzòy la òy? la, lôon 
dan wordt 
def dla (Á d? LF) 
òr? 04? òròy ie 
Er is dus een maximum als Á < 0 een minimum als 
òf 
de? ” 0 
Het maximum of minimum is 
À 
ee 
OD c … _DR.-J, VREESWIJK. 


Antwoord op Vraag 109, bladz. 79. 
Opgave Differentiaalrekening K;,, 1906. 
Als w=f(r,y) en v=p(r,y) is, vraagt men te bewijzen: 


du du dze df 
PEPR 

dv dv X òy Ay md 
(de dy | |òu òv 


Bestaat een dergelijke betrekking, als meer dan 2 functies 
van een even groot aantal onafhankelijk veranderlijken 
gegeven zijn ? 

Uit de formules u=f(w,9); v=olr,y) volgt: 

c=F(vv); y=bluv). 

Uit de le dezer beide laatste formules volgt: 

de AF du OF de òArdu  àr do 


en ee df 


de du de dv de dudr òv de 


N ve 
Daar « en y onafhankelijk van elkander zijn, is EE 0. 


Anderzijds is: 
de __Òrdu rvdv 


dy uy on dy T 
Evenzoo vinden wij: 


dy __òydu òy dv 
ren PEELO Ee 
dy _òydu  òy dv _ 


dy òu aa dy — 


One 
KO reren 
| òu de 
Dan is kn du__ _òròy du _òvòy du 


Tòudv de dw ou de 
__ òròy du ,Aròydv _ òy 
 Òu dv AET òvde -òv' 
Op dezelfde manier vinden wij: 
AO 
eeen edt dj Te dt 
Hieruit volgt: 


‚dw dv ze dv du 


Bey dy da dy 
du dv dv du 
ug er ai) 
[du du | kreten Ost 
of : do do Xx dy it Ad DELE 
de dy du dv | 
Stellen wij nu in ’t algemeen: 
vh (is La, Lays seer En)S 
afs (1, Lay Las eee es En)S 
In —= fn ‚Las LZ) eeey &y) 5 
waarin #,, #9, #3, « «« ‚4, onafhankelijk van elkander 
zijn, dan volgt daaruit: 
mb, Wi, 42, Jao tE Yo); Enz. 
Uit dit laatste volgt: 
dE, dar ls DA: bren 


Ka dk p= 07 da, 


ede, Sens òw, LO 
en me dat p=l ’ Tee 


Onda de), p=l 0) da, 


: fb l d 1 
Evenzoo vinden wij, dat - de ; Es Re dn En zijn, 
ds de, do, 


dE, lj de, BE òr, dy, er 
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terwijl alle overige differentiaalquotiënten — 0 zijn. 
Wij zullen nu nagaan, wat de waarde is van: 
dy, dys duz KE ze de 2 eds ee 
densdor de Wed dy, dy, dz dy, 
Br md ns dy, de; de; de, Er de, 
dr, de, drs oz “de, dy, dys dy3 dy, 
ERE EP SAE AAR sane Jy 
id el en Ee GR 
| de, dr, de, Es ‘do, | | dy, dys dys dy | 


Het is onmiddellijk in te zien, dat dit product hetzelfde 
voorstelt, voor „ veranderlijken, als het bovenstaande 
product voorstelt voor 2 veranderlijken. 

Passen wij op dit product de gewone regels van het 
vermenigvuldigen van determinantentoe, dan vinden wij 
voor dit product: 


td Up Leto pan En 
dy da, dy dr, dy dw 
iN) p=l *p * pi 1e Da 
p=n dz, dy, p zi Ee op nn des den 
dy, de, TM Edda, 
Pp ple plpn 
p=n dz, gis p=n òz, dy, p==n dr, dy 
Edderte Snor dent dy de, 
p=l 1 pl J 2 p=l Jy n 
wat volgens het voorgaande hetzelfde is als 

ar, dE, AF, AF, 

de, — de, = da, de 

dF, dE, dE, dE, 

de, de, daz dy 
aps Bals ror dE, 
deg dez dot da, 


waarvoor wij naar aanleiding van ’t voorgaande ook kun- 
nen zetten : 
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dam Ore Os ot 
Et EA UE 0 
Ke Oer 0 
NAE | 


Dus de stelling, die in ’t begin van dit stuk voor 2 onaf- 
hankelijk veranderlijken bewezen is, geldt GEGEN voor 
ieder aantal onafhankelijk veranderlijken. 

S.C. VAN VEEN (Rotterdam); H.B FijNENBERG (Roermond) ; 
J. DU SAAR (Rotterdam); DR. J. VREESWIJK (Utrecht). 


Vraag 110. Gevraagd de oplossing van Opgave Ks, 
Integraal-Rekening, 1911. 

Bepaal de vergelijking van het oppervlak, voldoende aan 
de partiëele differentiaal- vergelijking : 


Òz 
2 rin 
HY z 1 


en gaande door de kromme: 
He lht P SNGON LE 2 OSL É. 
Bereken de stukken, waarin het oppervlak door die 
kromme verdeeld wordt. 
Utrecht. DR. Jon. A. VREESWIJK. 


Vraag 111, Gevraagd de oplossing van Opgave K;, 
Differentiaal-Rekening No. 2, 1901 
Als u bepaald is door 
z2 
HE 4 Er! EET Sn. 
heeft men: 


òw 2 lk òu Er ( òw òu ei 
(5) E B. RS (5) AE 


Dit te bewijzen. 
Utrecht. DR Jon. A. VREESWIJK. 


Necrologie, 


G A. VORSTERMAN VAN OYEN (1836—1915) 

Op 13 October jl. overleed te Aardenburg G. A. Vor- 
sterman van Oyen, die in een vroegere periode ijverig 
deelnam aan de beoefening der wiskunde en van hare 
geschiedenis. Zijne „Theorie der Algemeene Rekenkunde” 
werd door Prof, G. J. Verdam zeer geprezen. 

Bij voorkeur bestudeerde hij onze oude rekenmeesters, 
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van wie hij in 1868 bij van Nooten te Schoonhoven uitgaf: 
144 Vraagstukken van Nederlandsche Wiskundigen der 
XVII eeuw; voorafgegaan door eene bijdrage tot de ge- 
schiedenis van de beoefening der Wiskunde in Nederland 
van Stevin tot Huyghens. 

In latere jaren was Vorsterman van Oyen meer bekend 
als landbouwkundige, als hoedanig het district Oostburg 
hem ook na zijn pensionneering naar de Tweede Kamer 
afvaardigde. (Zie een uitgebreider artikel in „Eigen Haard” 
van 13 Nov. 1915. 

OQ: 

GUsTAv HOLZMÜLLER (1844—1914). 

27 November 1914 overleed F. G. Holzmüller, die als 
directeur eener machinistenschool het nut van stereome- 
trisch teekenen had ingezien, en dit dan ook in zijne hoofd- 
werken „Einführung in das stereometrische Zeichnen” en 
„Elemente der Stereometrie” zeer op den voorgrond stelde. 
Het laatste boek is zeker een der uitvoerigste en beste 
handboeken op het gebied der stereometrie. 


Q. | 
Correspondentie, 


t Volgende naar aanleiding van No. 298 „Uit Buiten- 
landsche Tijdschriften” 

Het {resultaat der beschouwingen van Haton de la Gou- 
pillière zijn bijzondere gevallen van: 

1. Verdeelt men de termen van eene rekenkundige 
reeks met een verschil gelijk aan ?2p in groepen van 
np +1, waarin n respectievelijk aanneemt de waarden 
0, 1, 2, 3, enz, dan is de som van elke groep gelijk aan 
(np + 19. 

Zij gegeven de reeks: 

le Zp, Apt Opta mole 
en verdeelen we de termen in groepen van 1, p +1, 
2p +1, 3p +1, dan moeten we aantoonen, dat de som van 
de nie groep gelijk is aan fn —1)p +15. 

Hiervoor is noodig te bepalen den eersten en den laat- 
sten terin van zulk een groep. 

Het aantal voorafgaande termen is: 


14 (p +1) F(2p +1) 4 Bp HD) een ot Dip IS 
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LOB (np Hr — I= LED pf (m1) 


De eerste term is dus: 
Lp [LD pn = 


1 + (n enn +2(n lp. 
Op analoge wijze vindt men, dat de eerste term der 
volgende groep gelijk is aan: 
1 4(n—l)anp? +np. 
De laatste term der voorgaande groep is dus: 
1 4(n—-i)anp? +H2(n—-l)p. 
Het aantal termen dier groep is (n—1)p +1. 
De som dier groep is bijgevolg : 
Man ar del) pt (nl 1e 
NP A Deen 


2 
AAL De 


Kn Oh 2 BD 
Me Dartsld 

IL. Verdeelt men de termen eener rekenkundige reeks, 
waarvan het verschil gelijk is aan 2p, in groepen van 
(np —1) termen, waarin n respectievelijk gelijk is aan 
1, 2, 3, .……., dan is de som van elke groep gelijk aan 
(np — 1)8. 

Zij weer gegeven de reeks: 

ech nde Dr dt Wey er mal RAR) ad PR 

dan moeten we aantoonen, dat de som van de termen der 
nde groep gelijk is aan (np — 1)°. 

Evenals boven moeten we hiervoor bepalen den eersten 
en den laatsten term dier groep. 

Het aantal voorafgaande termen is: 

(DD) Hp — 1) HB 1D) HA 0 Dpt I= 

ane oe) 


Bijgevolg is dus de gk term dier groep : 


1 (ES 


WA arn —2(n—1)p. 
De eerste term der volgende groep is naar analogie 
1+n(nH1p—2np, dus de laatste term der groep 


14 n(n + Ip? —2(n 1) p. 


24 pn) A= 
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De som der groep is dus: | 
alm Dp? An Iptl H nlntlp?2(n +1) pl (pl) 
ge 


Rolduc. _H. K, BONEKAMP, 


Nieuw verschenen werken.’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. A. v. THIJN. Algebraïsche Vraagstukken, le deel, f 8 ‚20. 
Uitgever J. B. Wolters, Groningen. 


W. H. WISSELINK. Vraagstukken ter oefening in de 
Meetkunde. le stukje, 16e druk, 1915, f 0,50. 
Kern theorie Rekenkunde, I, 8e druk, f 0,50. 
—_ Kern Algebra, 7e druk, f 0,50. 
G. A. SCHOLTEN. Bouwkundig Rekenboek voor amen 
lieden, be druk, 1915, f 0,60. 
De WIJDENES. AIEE v. M.U.L.O, I, 3e druk, geb f 0,80. 
Antwoorden id, I, 2e druk, f 0,20. 
Meetkunde voor M.U.L.O., I, 2e druk, 1915, f 0,80, 
Algebra voor middelbare handelsdagscholen, 
I, 2e druk, 1915, f 1,00. 

- Logarithmen en Rentetafels, 2e druk, 1915, f 0,30. 
en DR. D. DE LANGE. Rekenboek voor de 
hoogere burgerschool, le stukje, 5e druk, 1915, f 0,90. 

2e stukje, 3e druk, 1915, f 1,00. 
Toetsnaald voor het Mondeling Staatsexamen in Boek- 

houden M.O. 1915. 
C. A CIKOT. Complement der Stereometrie, geb. f 1.50, 
J. v.D. ES, Teekent en Rekent, f 0,40. 
v. GUNST en EVERS. Theorie der Rekenkunde, f 1,00. 
J. DU SAAR. Rente-, Annuïteiten- en Sterftetafels, f 1,00. 
Uitgever [. Noordhoff Groningen. 


H. J. ROBIJNS. Leerboek der-Algebra voor schBiens met 
een beperkt Wiskunde-Program. le deel. 
Uitgever D. A. Daamen, ’s Gravenhage. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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De rol der axioma's en der bewijzen in de Meetkunde ® 


DOOR 
Mevr. T, EHRENFEST-—AFANASSJEWA (Leiden). 


Wanneer men met het onderwijs in de meetkunde aan- 
vangt, deelt men gewoonlik de leerlingen mede, dat er 
mathematiese waarheden zijn en dat men deze kan verdelen 
in twee kategorieën : zulke, die onmiddellik zijn in te zien 
en geen bewijs nodig hebben, axioma’s genaamd, en zulke, 
die wel een bewijs verlangen om als waarheden erkend 
te worden: de theorema's. 

Om de beteekenis van een zodanige definitie bij het 
onderwijs duideliker te maken, zij het mij vergund in korte 
trekken de ontwikkelingsgang in herinnering te brengen, 
„die de begrippen axioma en theorema tot op onzen tijd 
doorgemaakt hebben. 

Het schijnt, dat Descartes?) op de aangegeven wijze 
tegenover de zaak stond: voor hem was het opzoeken der 
„axioma’s” als waarheden, die vanzelf sprekende en vrij 
van iedere twijfel waren, een ernstige, ja overwegende 
vraag; slechts uit deze was hij bereid conclusies te trek- 
ken; aan iedere bewering die niet op dergelijke axioma's 
teruggebracht was, twijfelde hij oprecht, en hij was in de 
keuze der axioma’s zeer nauwgezet. 

Men kan daarom misschien wel met recht aannemen, dat 
hij zelf niet aan de eenvoudigste stellingen der meetkunde 
heeft geloofd, voor zij hem naar de methode van Euclides 
bewezen waren. 

Hoe de grondlegger der elementaire meetkunde zelf heeft 
gestaan tegenover zijn theorie, is natuurlik moeilik te 


1) Voor de historiese gegevens heb ik geput uit: Historiese 
Behandeling der geometriese systemen van B. Kagan (alleen in het 
Russies verschenen). De aandacht van de Hollandse lezer zou ik 
willen vestigen op het boek van G, Mannoury, Methodologisches 
und philosophisches zur Elementar-Mathematik (Haarlem, P, Visser 
Azn., 1909) en wel bepaaldelik op Dl. II, Kap. III. 

2) Descartes, „Discours sur la méthode pour bien conduire sa 
raison”, 


Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 10 
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beoordelen. Moet men werkelik denken dat hem de gelijk 
heid der driehoeken, die ieder drie gelijke zijden bezitten 
of de mogelikheid op een rechte lijn een gegeven stuk af 
te zetten, minder geloofwaardig scheen dan de gelijkheid 
van alle rechte hoeken ? 

Misschien zal het juister zijn aan te nemen, dat hij zich 
om de absolute waarheid van zijn axioma’s eenvoudig niet 
heeft bekommerd, en dat zijn bedoeling enkel deze was, 
alle tot die tijd bekende feiten in de meetkunde in een 
systeem te brengen en een methode uit te werken om verdere 
feiten vast te stellen, die reeds werkelik niet zonder meer 
te begrijpen waren en geloofd konden worden. 

Zoals bekend is, zijn reeds de direkte volgelingen en 
commentatoren van Euclides begonnen aan de verandering 
van zijn systeem. Kan men echter zeggen dat het juist de 
twijfel aan de juistheid van enige axioma's ertoe gedwongen 
heeft ze te veranderen in theorema’s ? Twijfelde er iemand 
— behalve misschien Descartes — aan de gelijkheid van 
alle rechte hoeken ? Kan men geloven dat het parallellen- 
axioma (het Vde postulaat van Euclides, volgens hetwelk 
in een plat vlak door een punt buiten een rechte niet meer 
dan éne rechte getrokken kan worden, die de eerste rechte 
niet snijdt) op de een of andere manier hen twijfelachtig 
scheen, die het eerst probeerden te „bewijzen’ ? Ik geloof 
integendeel eerder, dat men, naar mate men meer ver- 
zekerd was van de juistheid dezer stelling, des te sterker 
behoefte gevoelde haar op grond van de overige axioma’s 
te bewijzen. 

Zeer karakteristiek is in dit opzicht de brief van Wolfgang 
Bolyai aan zijn zoon Johann Bolyai. Hier zijn enige passages 
eruit: „Ik smeek u, doe toch ook geen pogingen om de 
parallellentheorie te overweldigen, je zult je ganse tijd 
daaraan besteden en toch zullen jullie allemaal bij elkaar 
nooit deze stelling bewijzen.... Ik heb alle wegen tot het 
einde vervolgd... Deze ondoordringbare nevel... zal 
nooit optrekken en nooit zal het ongelukkige menselike 
geslacht iets volmaakts bezitten in de meetkunde. Dat is 
een groote en eeuwige wond in mijn ziel.” 

Niettegenstaande al deze klachten, die aan volledige ver- 
twijfeling aan de kracht van het menselik verstand grenzen, 
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vinden wij hierin geen woord van twijfel aan de juistheid 
van het postulaat van Euclides op zichzelf beschouwd, en 
het schijnt dat het enige wat de meetkundige ontbreekt, 
de mogelikheid is zijn systeem doorzichtiger te maken, de 
betrekkingen tussen alle — schoon ook even geloof waardige — 
stellingen tot in het uiterste te doorzien. 

En men zal ook wel in ’t algemeen mogen zeggen, dat 
de voornaamste prikkel voor alle veranderingen in het 
systeem van Euclides de drang is geweest naar hun logiese 
eenvoud. 

Derhalve kunnen wij vóór alles konstateren, dat het 
woord „theorema” bij de opbouw van de meetkunde voor 
niemand betekende: een stelling die niet onmiddellijk is in 
te zien, en dat reeds sedert Kuclides het „bewijzen” van 
een stelling lang niet altijd betekende „iemand, die eraan 
twijfelde, te overtuigen.” Het betekende veelmeer eenvou- 
digweg: „tonen hoe een stelling is af te leiden uit enige 
bepaalde andere,” of „tonen hoe wij — door middel van 
de eigenschappen van ons denken — worden gedwongen 
om een gegeven stelling als waar te erkennen, nadat wij 
eenmaal bepaalde andere stellingen als waarheid erkend 
hebben.” 

Tussen haakjes zij even opgemerkt, dat de gewone 
meetkunde-cursus juist begint met bewijzen, die in geen 
enkel opzicht twijfel kunnen veronderstellen aan de juist- 
heid van hetgeen te bewijzen is, en dit onmiddellik nadat 
men de leerlingen heeft ingeprent, dat een theorema een 
waarheid is, die niet zonder bewijs kan worden ingezien. 

Wat de jwistheid, d. w z. de objektieve overeenstemming 
met de eigenschappen van de ruimte, betreft, men heeft 
tot aan de laatste tijd toe als axioma's in een meetkundige 
discussie slechts zulke stellingen gebruikt, waarvan men 
overtuigd is geweest dat ze juist waren. — De ideeën van 
J. Bolyai, Lobatschewsky, Gauss in zake de „bewijsbaar- 
heid” van het parallellenaxioma hebben in het gebruik 
der namen „axioma” en „theorema” een grote omwenteling 
gebracht. In de moderne terminologie betekent het invoe- 
ren van een bewering als een axioma, het aanvaarden 
daarvan als een der uitgangspnnten van een zeker systeem 
van gedachten, eenvoudig om de gevolgtrekkingen te 
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vervolgen, waartoe ze kan voeren — gans onafhankelik 
van haar objektieve juistheid —, dus niet als eindresultaat 
van een krities onderzoek, maar juist als witgangspunt. 

De genoemde onderzoekers zelve waren echter nog niet 
tot dit standpunt doorgedrongen en voor hen was het 
onderzoek van geometriese axioma’s identiek met het onder- 
zoek naar de „ware” eigenschappen van onze ruimte. *) 

Het is de moeite waard eens acht te geven op deze 
geleidelike overgang tot de moderne denkbeelden. | 

Bolyai Senior waarschuwde zijn zoon voor de pogingen 
om het Ve postulaat van Euclides te bewijzen, aan welks 
objektieve juistheid hij zo geloofde. Bolyai Junior hield 
zich niet op met het bewijs, daarentegen heeft hij voor de 
eerste maal zijn juistheil betwijfeld. Dit was een — in logies 
opzicht — geheel overtollige stap, die echter psychologies 
noodzakelik schijnt geweest te zijn om de weg te banen 
tot het begrip van de onafhankelikheid der axioma's. Zoals 
men weet zijn terzelfder tijd ongeveer Lobatschewsky en 
Gauss tot hetzelfde standpunt gekomen. Reeds voor hen 
en tegelijk met hen is door andere onderzoekers (Saccheri, 
1661— 1738; Lambert, 1728-1717; Schweikart, + 1800; 
Taurinus, + 1820) de niet-euclidiese meetkunde (met name 
meetkunde van Lobatschewsky) in belangrijke mate ont- 
wikkeld, — d. w. z. men heeft een lange reeks van stellingen 
afgeleid, die „zouden gelden, als het Ve postulaat van 
Euclides onjuist was” Maar deze onderzoekers °) hebben 
juist niet in ernst gesproken van de onjuistheid van het 
Ve postulaat, en derhalve achtten zij het door hen ontwik- 
kelde systeem als systeem beschouwd geen biezondere aan- 
dacht waardig. 


1) Tech freue mich, dass Sie den Muth haben sich so auszudrücken, 
als wenn Sie die Möglichkeit, dass unsere Parallelentheorie, mithin 
unse ganze Geometrie, falsch ware, anerkennten. (Brief van Gauss 
aan Gerling). 

„Een absoluut ware d.w.z. voorde juistheid van het Ve postu- 
laat van Euclides oaafhankelike leer van de ruimte...” (J. Bolyai). 


2) Schweikart schijnt overigens diepere opvattingen daaromtrent 
te hebben gehad: „Es gibt eine zweifache Geometrie — eine 
Geometrie im engeren Sinn — die Euklidische ; und eine astralische 
Grössenlehre”” (Schweikart aan Gauss). 
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Hoe vast men in die tijd geloofde aan het parallellen- 
axioma van Euclides, kan men zien aan de slechte ontvangst, 
die de twijfel eraan te beurt viel, bovenal echter aan de 
voorzichtigheid, die Gauss in acht nam om zijn gedachten 
te dien aanzien te verbergen voor het grote publiek. Dit 
herinnert er ons nog eens aan, dat „bewijzen” helemaal 
niet altijd identiek is met „twijfel opheffen”. Overigens kan 
men wel zeggen, dat het in die tijd niemand volkomen 
duidelik was, wat hij zelf eigenlik onder dit woord „bewijzen” 
verstond, en dit gebrek aan helder inzicht heeft de onder- 
zoekers op een interessante, aan ontdekkingen rijke, weg 
gevoerd, die echter ondanks alles een omweg was. 

De gedachtengang, die tot het lochenen van het parallellen- 
axioma van Euclides voerde, schijnt de volgende te zijn: 

Het Ve postulaat van Euclides is niet eenvoudig genoeg, 
daarom moet het teruggebracht worden op meer eenvoudige 
stellingen. De meer eenvoudige stellingen — dat zijn de 
reeds bekende axioma's. Maar het is toch een juiste stel- 
ling — dus moet het „bewijsbaar” zijn. 

‚……. Maar steeds weer mislukt het, om het te bewijzen ! 

Had men droogweg gezegd: „het laat zich niet terug- 
voeren op de eerst aangenomen axioma's,” dan was men, 
allicht, eerder tot het inzicht gekomen, dat degene, die het 
toch erkennen wil, óf het Ve postulaat zelf, òf een andere 
— misschien onmiddellik te begrijpen — stelling als een 
nieuw (van de vroegere axioma’s onafhankelik) axioma 
moet erkennen. 

Men placht echter te zeggen: „het laat zich niet bewijzen” 
— en daaruit maakte men tê krasse gevolgtrekkingen: 
„het is dus geen theorema” — „d.w.z. geen bewijsbare 
waarheid” — „dus is het een onjuiste stelling.” 

„Derhalve is de ruimte anders, als Euclides hem heeft 
voorgesteld.” 

Hier had men voor de eerste maal twee volkomen hete- 
rogene vragen uit elkaar te pluizen, die histories zo vast 
aan elkaar waren gegroeid; hier bleek ook weer, gelijk 
bij zo menig onderzoek, dat het niet zo licht was zich er 
rekenschap van te geven welk punt men het onaangenaamst 
vond. In het biezonder wat men van het onderzoek van 
het Ve postulaat verwachtte: kennis van de werkelike eigen- 
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schappen van de ruimte of de logiese onfeilbaarheid van het 
meetkundige systeem. De eerste vraag stelt de philosophie 
en de kennistheorie, de laatste — de axiomatica. 

Aan de kennistheorie heeft deze samensmelting zeker een 
goede dienst bewezen, want ze gaf aanleiding, eens na te 
denken over de mogelikheid van een empiries onderzoek 
naar de eigenschappen van onze ruimte. 

Ik wil niet beweren dat alleen de vragen der axiomatica 
de meetkundigen bezig mogen houden bij de opbouw van 
een systeem; ik houd het echter voor noodzakelik er de 
nadruk op te leggen dat het vragen van geheel andere 
natuur zijn, en dat de hele geschiedenis van het Ve postu- 
laat slechts voor de axiomatica een beslissende rol kon 
spelen: het is werkelik voor het bestaan van de ruimte 
en van zijn betreffende eigenschappen on-essentiëel of een 
(n + De eigenschap logies af te leiden is uit de n eersten 
of niet, daar deze n toch eenmaal logies onafhankelik van 
elkaar kunnen bestaan. 

Was het ook mogelik langs empiriese weg de juistheid 
van het Ve postulaat vast te stellen, dan had een niet- 
euclidiese meetkunde dezelfde logiese rechtvaardiging als nu. 
En toch schijnt het, dat men het voor een groot geluk 
voor de ontwikkeling der axiomatica moet houden, dat het 
empiries onderzoek van onze ruimte, berustend op de 
overige axioma’s der euclidische meetkunde, niets levert, 
dat spreekt tegen de objektieve juistheid der meetkunde 
van Lobatschewsky. Misschien heeft men haar juist daarom 
ernstig ter hand genomen en heeft men die moeilijke en 
gewichtige arbeid uitgevoerd, die na Bolyai en Lobat- 
schewsky nog was overgebleven — de onaf hankelikheid 
van het Ve postulaat van Euclides van de overige axioma’s 
van zijn meetkunde aan te tonen. 

Gelijk men weet heeft Lobatschewsky een heel uitvoerig 
systeem ontwikkeld, waarin het Ve postulaat van Euclides 
door een juist tegenovergestelde stelling (dat men door 
ieder punt in een plat vlak een hele bundel van rechten 
kan trekken, die een gegeven rechte niet ontmoeten) ver- 
vangen is. 

Geen der theorema’s, die op dit nieuwe axioma en de 
overige axioma's der euclidiese meetkunde zijn gebaseerd, 
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is in tegenspraak gebleken met de overige. Maar deze 
omstandigheid alleen is nog geen voldoend bewijs, dat in 
zulk een systeem ook werkelik geen innerlike tegenspraak 
besloten is, want die was bij de eerste schreden verder. 
nog altijd niet uitgesloten. Het gehele onderzoek onder- 
scheidde zich niet van een uitgebreide en weer mislukte 
poging om „het Ve postulaat door een reductio ad absurdum 
te bewijzen.’ — En toch was het iets heel anders als de 
analoge pogingen van Lambert en Saccheri: Lobatschewsky 
heeft nl. op een nieuwe wijze dit „mislukken” verklaard. 

Doch Lobatschewsky zelve voelde de noodzakelikheid 
van een werkelik bewijs van de onafhankelikheid van het . 
parallel-axioma (het schijnt zelfs dat hij ook een weg daar- 
toe heeft gevonden; echter is het hem niet gelukt hem 
toegankelik te maken). 

De. latere bewijzen (van Beltrami, Klein, Killing e.a.) 
zijn opmerkelik, niet alleen door hun bewijskracht, maar 
ook daardoor, dat uit hun karakter het onderscheid 
biezonder duidelik aan het lieht komt tussen de vragen 
van de logiese voltooidheid en de objektieve juistheid van 
een systeem. 

Bewijzen, dat een stelling onafhankelik is van de overige, 
die als grondslag van een systeem zijn aangenomen, betekent 
het aantonen van de volgende twee dingen : 

1. de mogelikheid een systeem op te bouwen op al die 
stellingen met inbegrip van de stelling in kwestie. 

2. de mogelikheid een systeem op te bouwen waarvan 
de grondslagen zich van de eerste daarin onderscheiden, 
dat alleen de laatste stelling door zijn tegendeel is ver- 
vangen. | 

Hierbij wordt „mogelik” verstaan in die zin, dat in alle 
conclusies geen logiese tegenspraak voorkomt. De wetten, 
volgens welke logiese gevolgtrekkingen gemaakt worden, 
hangen echter niet van de objekten af‚ waarop de stellin- 
gen betrekking hebben. Om de logiese mogelikheid aan 
te tonen van een meetkundig systeem, waarbij door een 
en hetzelfde punt van een vlak meer dan een rechte gaat, 
die eem gegeven rechte: van het vlak niet treft, is het 
derhalve volstrekt niet noodzakelik te werken met een vlak 
en een rechte ; men kan ze even goed door andere symbolen 
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vervangen. Zal er dan reden bestaan om alle stellingen 
van zulk een systeem te erkennen als vrij van tegen- 
spraak, dan zal tevens bewezen zijn, dat er geen tegen- 
strijdigheid is in het systeem, dat de oorspronkelike 
nomenclatuur heeft, en dat betrekking heeft op ons vlak en 
onze rechte lijnen. 

Als deze plaatsvervangende symbolen kan men namen 
van zulke objekten kiezen, waartussen de betrekkingen 
reeds elders zijn bestudeerd, en die door stellingen worden 
uitgedrukt, wier vorm precies eender is als die van de 
axioma's in het meetkundige systeem dat men  bestu- 
deren wil. 

Hier wil ik zulk een „model” van het logiese systeem der 
meetkunde van Lobatschewsky aangeven. Het is ontleend 
aan de kolleges van Prof. Hilbert, en sluit zich aan bij de 
voorstelling van Poincaré. 


[ë TON D ERE 


Fig. |. 


In het vlak (fig. 1) zij een oneindige rechte L gegeven. 
Wij willen alle halve cirkels bekijken, die aan een en 
dezelfde kant van L liggen en hun middelpunten op L 
hebben. We zullen ze eenvoudig aanduiden met „de halve 
cirkels”. Van zulke halve cirkels kan men er door ieder 
punt van het halve vlak buiten L een oneindig aantal 
konstrueren, in iedere richting echter maar één (als we 
onder „richting” de richting van de raaklijn in hetzelfde 
punt verstaan). 

Laten wij zo’n halve cirkel ABC bekijken en een punt M 
er buiten. Door M kan men twee halve cirkels AMD en 
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FMC trekken, die ABC raken, De raakpunten kunnen 
blijkbaar slechts op L liggen, want alleen op L kan men 
in dezelfde richting meer dan éen halve cirkel trekken. 

De raaklijnen van deze twee halve cirkels in het punt 
M vormen een hoek, die we zullen aanduiden met de be- 
naming „hoek tussen de beide halve cirkels” (/ AMF 
es AnDMC) 

Alle overige halve cirkels, die door M gaan, kunnen in 
twee kategorieën worden verdeeld: die der ene kategorie 
hebben hun verloop binnen Z AME, en hebben geen punt 
met ABC gemeen, de andere hebben hun verloop buiten 
ZAMF, en snijden ABC 

Laat ons in alle zo juist geschreven stellingen de vol- 
gende substitutie van termen maken: 


in plaats van willen we zeggen 
halfvlak aan één kant van L | vlak 
punt op de rechte L punt in het oneindige 
halve cirkel rechte 


halve cirkel, die ABC raakt en rechte, die aan rechte ABC 
_ halve cirkel, die geen punten evenwijdig loopt. 
met ABC gemeen heeft. 


Dan krijgen we juist de stellingen die gelden in de 
meetkunde van Lobatschewsky. Dus zijn de stellingen 
over de samenhang der figuren in de meetkunde van 
Lobatschewsky in dezelfde mate logies onfeilbaar, waarin 
die over de samenhang der figuren in het aangegeven 
model van Poncaré het zijn. De logiese zuiverheid van 
dit laatste is gewaarborgd door de ontegenstrijdigheid van 
de analytiese vergelijkingen, waarvan de gegeven kon- 
struktie een euclidies-meetkundig beeld is. Dit is op zich 
zelf natuurlik nog niet overtuigend, daar de zuiverheid 
van het laatste juist berust op euclidiese axioma’s, die we 
moeten onderzoeken. De analytiese algori:hmen berusten 
echter op de axioma's der rekenkunde. Formeel gesproken 
is derhalve de vraag niet opgehelderd, maar alleen uit 
het gebied der meetkunde in dat van de rekenkunde over- 
gevoerd. Prakties heeft dit echter een grote betekenis: 
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tot nu toe had men ernstig gevreesd voor tegenstrijdig- 
heden in de meetkunde van Lobatschewsky, nu echter 
meent men, dat die er niet zijn. 

Nadat men zich eenmaal had vrij gemaakt van de on- 
middellike meetkundige voorstelling (om haar eventueel 
slechts als symbolies beeld te gebruiken voor gans andere 
relaties), en het gehele onderzoek geconcentreerd had op 
de formele logiese zijde, zag men in, dat de uitsluitende 
opmerkzaamheid, waarin het Ve postulaat van Euclides 
zich verheugde, eigenlik geen recht van bestaan had. 
Waarom heeft de onmogelikheid om het te bewijzen eerst 
gevoerd tot de twijfel aan zijn waarheid, en dan tot al de 
gecompliceerde onderzoekingen omtrent zijn onaf hankelik- 
heid, terwijl daarentegen een axioma als de eis dat door 
2 punten steeds een rechte is te trekken, een axioma, dat 
toch ook niet afgeleid kan worden uit de overige axioma's, 
nooit onderhevig is geweest aan enige twijfel, maar ook 
rimmer onderzocht is met het oog op zijn onaf hankelik- 
heid ? 

Blijkbaar zijn alle axioma's van een systeem in gelijke 
mate aan een analoge analyse te onderwerpen. 

Aldus heeft het gebrek aan inzicht in het parallellen- 
axioma bijgedragen tot de uitwerking van een avtomaties 
standpunt, dat in wezen het volgende is: Er zijn met be- 
trekking tot zeker gebied van onderzoek een aantal stel- 
lingen voorhanden. Van het onderzoek naar hun objektieve 
juistheid wordt afgezien. Men vraagt naar het minimale 
aantal praemissen waaruit alle stellingen als logiese 
gevolgtrekkingen zijn af te leiden. Die praemissen nu 
worden axioma's genoemd. De axioma’s zelve worden 
niet afgeleid, maar als primaire bouwstenen in deze 
logiese opbouwing van het systeem beschouwd als 
willekeurig. 

Men definieert het minimum aantal praemissen door hun 
logiese onafhankelikheid en door de eis, dat zij aan de 
ene zijde voldoende zijn om het volle aantal der gegeven 
stellingen af te leiden, terwijl aan de andere kant het 
weglaten van een hunner maakt, dat een deel der stellingen 
niet meer afgeleid kan worden. 

Het spreekt vanzelf dat men op een onbepaald aantal 
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manieren bij het gegeven getal stellingen een systeem 
van axioma’s kan kiezen. !) 

Het toepassen van zulk een onderzoek op de meetkunde 
zou men misschien kunnen noemen anatomie van onze ruimte- 
ideeën. Want het is de studie van hunne logiese be- 
trekkingen tot elkaar in de vorm, waarin ze zijn, waardoor 
ze tot ons bewustzijn komen, onafhankelik daarvan, waar 
ze vandaan komen en ook onafhankelik daarvan, in hoe- 
verre onze ideeën omtrent de ruimte overeenkomen met 
diens objektieve eigenschappen of in welke zin men spreken 
kan van objektief bestaan van de ruimte. 

Hiermee wordt de axiomatica gesteld tegenover de kennis- 
theorie en de philosophie. 

Ook op andere gebieden der wetenschap kan men de 
zucht naar axiomatiseren bespeuren, maar overal elders 
is het feitenmateriaal nog niet voldoende omschreven. 

Ofschoon de axiomatisering der meetkunde buitengewoon 
ver is gevorderd, kan men ook haar niet beschouwen als 
voltooid. Er vertoont zich de volgende essentiële moeilik- 
heid: reeds bij de eerste onderzoekingen over de „principes” 
van Euclides bleek het, dat hij lang niet alle praemissen had 
opgeteld, die nodig waren om zijn systeem op te bouwen, 
dat nog een hele reeks van stellingen naar voren moet 
worden gehaald, waarvan hij zelf zich, misschien, niet 
bewust was, waarop hij echter stilzwijgend steunde. Dat 
geldt b.v van de praemissen, die betrekking hebben op 
de begrippen „tussen”, „continuiteit van de ruimte”, „op 
elkaar leggen der figuren”, 

Om te illustreren, hoe zeer de moderne axiomatica ver- 
schillend is van de euclidiese, wil ik hier wijzen op een 
der axioma's van Hilbert, °) dat biezonder ongewoon kan 
schijnen, maar daartegenover juist het allereerst op de 
logiese kant van de zaak de aandacht kan doen vallen. 
Het is niets anders als die stelling, die „bewezen” wordt 
op de eerste bladzijden van het eerste het beste leerboek 
der meetkunde: „als in twee driehoeken twee zijden en 


1) Of bij iedere zodanige keus het aantal der onafhankelike 
axioma's gelijk zal zijn, laten wij hier onbesproken. 
2) D. Hilbert, „Grundlagen der Geometrie”, Göttingen 1901. 
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de ingesloten hoek resp. kongruent zijn, dan zijn het ook 
de overige hoeken”. (Eerst de kongruentie der derde zijden 
wordt daaruit als een theorema afgeleid.) Deze stelling 
wordt gewoonlik door op elkaar-leggen „bewezen”. Wat is 
echter in meetkundig opzicht het proses van het op elkaar 
leggen — in het algemeen van de verschuiving in de ruimte 
van een figuur? Men kan het beschrijven als een overgang 
in gedachten van een figuur naar een daarmee kongruente 
figuur, die zich op een andere plaats bevindt, over een 
kontinue reeks van louter kongruente figuren, die op de 
een of andere manier de eerste figuur verbindt met de 
laatste (met haar eindligging (?)). Maar : opdat in een ge- 
geven systeem zulk een proses mogelik zal zijn, is het 
noodzakelik het allereerst eens te worden over het bestaan 
van kongruente figuren in alle delen van de ruimte, die 
door dit systeem gedefinieerd wordt. 

De onafhankelikheid van het aangevoerde axioma wordt 
door Hilbert analyties bewezen. Om echter slechts op aan- 
schouwelike wijze deze onafhankelikheid plausibel te maken, 
wil ik wijzen op een model, waarbij dit axioma niet is 
vervuld (zonder mij evenwel erover te bekommeren of dit 
met de overige wel het geval is). In plaats van het platte 
vlak bezien wij een oppervlak van niet-konstante kromming 
(b.v. het oppervlak van een ei); in plaats van rechte lijnen — 
de geodetiese lijnen van dit oppervlak. Als „lengte” van 
een lijn dient ons de booglengte van een geodetiese lijn; 
als „hoek” — de hoek tussen de raaklijnen aan de geodetiese 
lijnen, die door een en hetzelfde punt gaan. Wanneer nu 
op twee verschillende plaatsen van ons oppervlak twee 
driehoeken gekonstrueerd zijn volgens de veronderstel- 
lingen van het axioma van Hilbert, dan worden in het 
algemeen de twee overige hoeken dezer driehoeken niet 
resp. kongruent. Derhalve is een afzonderlik axioma 
inderdaad noodzakelik om een dergelik geval uit te 
sluiten. 

Euclides heeft een aantal axioma’s impliciet toegelaten ; 
in de laatste tijd is een reeks van pogingen gedaan om 
alle axioma's nodig voor de euclidiese meetkunde expliciet 
uit elkaar te houden, maar geen dezer pogingen bleek 
feilloos te zijn. En er is geen criterium bekend, dat ons 
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leiden kan bij het beoordelen van de volledigheid der 
axioma's van een nieuw systeem. 

Er bestaat nog een moeilikheid: Zelfs al kon men een 
afgesloten systeem van meetkundigestellingen axiomatiseren, 
dan bleef toch nog de vraag open, of hierdoor onze ideeën 
over de ruimte in ieder opzicht zijn uitgeput, of wij niet 
langzamerhand in ons bewustzijn nog verdere ideeën over 
de ruimte zullen ontdekken, die verder strekkende axioma’s 
van node zullen hebben. 

Als paedagogiese conclusie van al deze beschouwingen 
kunnen wij de volgende opmerkingen maken: 

1. Het axiomatiese standpunt is met moeite in de loop 
der tijden uitgewerkt. 

2. Om er belangstelling voor te krijgen moet men het 
gedachtemateriaal, dat te axiomatiseren valt, beheersen en 
bovendien moet men de kracht hebben om de logiese vorm 
van een gedachtesysteem te scheiden van de- materiële 
inhoud. 

8. Om de doorvoering van het axiomatiese standpunt 
krities te kunnen vervolgen, heeft men een goede portie 
oefening noodig in het werken met meetkundige voor- 
stellingen en een behoorlike voorraad kennis op het gebied 
der analysis. 

4, Het bewijzen van de stellingen die onmiddellik zijn in 
te zien kan slechts gerechtvaardigd worden van axiomaties 
standpunt uit. [Tet is niet te rijmen met de definitie van 
het „theorema” als een waarheid, die zonder bewijs niet 
kan worden toegegeven. 

5. Zelfs al had het begrijpen van het axiomatiese stand- 
punt ook geen verdere voorkennis nodig, dan wist men 
heden ten dage toch niet, welk systeem van axioma’s men 
als het ware moest opnemen in het programma van een 
middelbare school — want voorlopig is men het nog niet 
eens over zulk een systeem. 

Derhalve schijnt het wel het doelmatigste de systematiese 
meetkundecursus aan de middelbare school zo op te bouwen, 
dat men zich in ’t geheel niet bekommert om de ver- 
mindering van het aantal axioma’s en iedere stelling, die 
de leerlingen als vanzelfsprekende beschouwen, in het eerst 
zonder meer opneemt als grondslag — dus in deze als 
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axioma — voor de verdere gevolgtrekkingen. ') Daarbij 
zal men zich in het eerst ook moeten verzoenen met de 
andere vergrijpen tegen de axiomatica, waaraan Euclides 
zich al bezondigd heeft: nl. op enige stellingen stilzwijgend 
steunen zonder te trachten ze expliciet op te stellen, want 
slechts die stelling kan in de ogen van de aanvanger een 
inhoud hebben, met welks hulp iets ter zijde wordt gesteld 
dat voor hem denkbaar is. 

Eerst nadat de leerling zich voldoende geoefend heeft 
in het mechanisme van het logiese concluderen aan een 
materiaal dat hem toegangelik is en tevens een voldoend 
aantal meetkundige feiten heeft leren kennen, kan men 
pogen hem aan enige voorbeelden ook het begrip van het 
onderzoek .der axioma’s bij te brengen. Dan kan het wel 
een weldadige, emanciperende invloed uitoefenen op zijn 
manier van denken. 


NASCHRIFT. 


Dit artikel verscheen in het Weekblad voor Gymnasiaal 
en Middelbaar Onderwijs van 2 Dec. 1915. Het leek ons 
ook van belang voor de lezers van het W.T. De Redactie 
van het Weekblad gaf welwillend toestemming tot overname. 

Voor discussie wordt gaarne plaatsruimte verleend. 

Al dadelijk kan worden medegedeeld, dat in het week- 
blad eenige artikelen verschenen, die een niet onverdeeld 
gunstig oordeel uitspraken over het artikel van Mevr. E-A. 
Vermoedelijk is dit gedeeltelijk te wijten aan een te groote 
beknoptheid van het laatste gedeelte. Schrijfster zal zeer 
zeker niet bedoeld hebben, dat men de meetkunde met 
jonge leerlingen moet beginnen met het opstellen en onder- 
zoeken van axioma's, maar ongetwijfeld wel, dat eerst een 
groot aantal axioma’s kunnen worden aangenomen, die in 
den loop van den cursus, dus met oudere leerlingen, nog 
eens nader kunnen worden beschouwd. De noot op bladz. 
158 zal een aanbeveling bedoelen van de heuristische 
methode, maar niet een voorstel inhouden om op H. B. S. 


1) Het beste was het, indien de leerlingen in het samenstellen 
van al dergelijke axioma's, waarop de verdere cursus zal moeten 
ontwikkeld worden, zelf deelnamen, 
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of gymnasium onderzoekingen te doen uitvoeren omtrent 
axioma's. 

De gevoelens omtrent de wijze, waarop men de meet- 
kunde moet beginnen, zijn nog zeer verdeeld. Schrijver 
dezes is gewoon eerst eenige maanden lang eenvoudige 
figuren te doen teekenen, waarbij van zelf de eenvoudigste 
constructies worden geleerd, zonder bewijs. De leerlingen 
kunnen dus hoeken van verschillende grootte teekenen, en 
driehoeken en parallelogrammen construeeren uit zijden 
en hoeken, voordat het gewone leerboek wordt ter hand 
genomen. In de vijfde klasse kan iets gezegd worden 
omtrent de grondslagen der meetkunde ; hoever men daar- 
mede wil en kan gaan, is in hooge mate afhankelijk van 
het gehalte der klasse. BVAS. 


Ken elementair bewijs van de stelling: 


Elk ondeelbaar 4=voud +1 is op één wijze te schrijven 
als de som van twee kwadraten. 
DOOR 
Á. L. BARTELDS (Rotterdam). 


Vóór eenigen tijd merkte ik op, dat elk ondeelbaar 
4-voud +1 gesplitst kan worden in de som van twee kwa- 
draten. In de meening verkeerende, dat de stelling nieuw 
was, vond ik geleidelijk de volgende reeks stellingen en 
haar bewijzen. 

Hoewel de eigenschap, zooals mij later bleek, reeds meer 
dan een eeuw bekend is, zal de elementaire bewijsgang 
misschien toch eenige waarde hebben voor de getallen- * 
theorie. 

Op soortgelijke wijze kan men de beide volgende stellingen 
bewijzen: 

a. Elk ondeelbaar 6-voud +1 is slechts op één wijze te 
schrijven als de som van een kwadraat en het drie- 
voud van een ander kwadraat. 

b. Elk ondeelbaar 8-voud +1 of 8 voud + 3 is slechts op 
één wijze te schrijven als de som van een kwadraat 
en het dubbel van een ander kwadraat. 
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L (a? db) (p° +q°) =(ap + bg)? + (aq — bp)? 
= (aq + bp)? + (ap — bg)? 
Het product van twee vormen, ieder van de gedaante 
a’ -+b?, kan dus op twee wijzen geschreven worden als 
de som van de kwadraten van twee ondeelbare getallen ; 
het gedurig product van drie dergelijke vormen op 4 
wijzen; het gedurig product van „ dergelijke vormen 
op 2!—L wijzen. | 
B.v. 1073 —= 29X31 = (52 H22(62H1?) — 3221? 282172; 
1105 SIXIJX IT == (252) (32 ZE 
83° J 4? =31? J 122 =32° HG == 24 12 
II. 2(a? 4b°) =(a tb)? + (a—b)’. 
II Wanneer a en b oneven zijn, is }(a® +b?) een som 
van twee geheele kwadraten. 
Bewijs: 
pat Hb?) X 20? +0) = 
(a-b)* ‚(a —b)? atb\? a—b\? 
ed DE (24)'4 (5) 


4 ‚ 2 
ad-b en a—b zijn even, dus 
zenk en Zn zijn geheele getallen. 
IV. Als a? +5? ondeelbaar is en deelbaar op p?° + q?, 
dan is PL een som van twee geheele kwadraten. 
+5 
Bewijs: 
pt ta (atb gt) t (ap-bg) tr (aj 
ar 08 (a? +0? nj (a? + b2)? 
(ap —bq)® + (aqtbp)? __ zkt (AES 
(a? + b?)? 2 b? a? + b? 
en GEE, 
a? + b? 2 Hb? 


(Kortheidshalve schrijven wij hiervoor A? + B?= C?+ D?). 
(ap + bg) (ap — bq) =a°p°— b°q= a°p?+b°p°— bp —b?q?= 

=p? (ate b?) ziens (p? + q°). 

Deze vorm is deelbaar door a? +6? (zie het onderstelde) 
en, daar a? + b? ondeelbaar is, moet a? +b? deelbaar zijn 
òf op ap + bq òf op ap — bg. 

Of de breuk A is dus geheel òf de breuk C is het, maar 
dan moet ook òf de breuk B òf de breuk D het zijn. 
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É 7 + q? 
In ieder geval is dus 1 5 15 

| Thelen de 
kwadraten. 


Voorbeeld : 160% +29? is deelbaar door 12% +72; het 
quotiënt is 11° + 42, 


de som van twee geheele 


V. Wanneer a ondeelbaar en-een 4-voud +1 is, dan 
kunnen zijn kleinste kwadraatresten zoodanig twee aan twee 
bijeengenomen worden, dat de som van elk paar a is. 

Bewijs: 

Wanneer «a ondeelbaar is, en p onderling ondeelbaar 
met a en geen kwadraatrest van a is, dan is 


a—l 
Pp 5 + 1 =a-voud. 


a—l 


a—l. ANN 
—g Ís even, dus p à is een tweedemacht, zoodat we 


kunnen schrijven : 
al : 
ae ° ) + 1? =aq-voud. !) 


a—l 


De deeling van p *_door a levert een rest op ; deze rest 
wordt, wanneer ze grooter is dan ja, van a afgetrokken. 

De rest zelf of haar verschil met a wordt voorgesteld 
door wv, dan is 1° +v? = a: voud. 


Door deze vergelijking achtereenvolgens met 2%, 3?, 4? 
ME à (5) te vermenigvuldigen, vindt men: 
1? + v? = g-voud, 
22 + (2)? = a-voud, 
De + RL = d-voud, 


(5) + (ot Did ie — d-voud. 


1) Opmerking. Wanneer a een 4voud +3 is, dan is SE 


oneven ; voor a==4n +3 gaat dit bewijs dus niet door. 
Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. bi 
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Wanneer men hierin, zoo mogelijk 2v, 3v, .…… en tx 
vervangt door de resten der deeling door a, en elke rest, 
die grooter is dan Sa, vervangt door a verminderd met 
die rest, dan vindt men: 

1? +? =a-voud, 
22 Lw? = d-voud, 
82 + xv? =a-voud, 


ada—_l\® 
( 3 ) + 2? — qg-voud. 
Hierin zijn v, w‚, x,.... en z alle ja, en alle verschil- 


tbe | GR 
lend; het aantal dier getallen is —y + zij zijn dus in an- 


dere: volgorde de getallen. 1,2, 8,. .. «» en —g-* 


er 2 
Vervangt men 1°, 22, 3?,.... en (et ‚ en evenzoo 
v?, w?, t°... en z? (dit zijn dezelfde getallen) 
door hun kwadraatresten ten opzichte van a, namelijk 
door b, c‚ d enz., dan komt er: 


b4-g=a, 

cdh =a, 

d4i=a 
enz., 


(Hierin zijn ook g, h, é, enz. de resten van a.) 


Hier komt elke identiteit tweemaal voor. Bewezen is 
dus, dat de resten van a, twee aan twee genomen, bij 
samentelling telkens a opleveren. 

Voorbeeld voor a=29. De resten zijn 1, 4, 5,0, dek, 
15:16, 20,22, 25,24, ZORGT 20 


14 WB=l Bb UGH BTR 
9 490 =13 4 16 — 29. 


VI. Een ondeelbaar getal van de gedaante 4n + 3 heeft 
geen twee kl. kwadraatresten, waarvan de som = 4n +8 is. 

Bewijs: 

Als er twee kwadraatresten van 4n +83, b.v. b en q 
waren, welker som 4n +3 was, dan zou men, door b en q 


ka at ad 
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beide met een andere rest te vermenigvuldigen, weer 
twee resten vinden, welker som 4n +3 zou zijn. 

Door & en q achtereenvolgens met alle resten te ver- 
menigvuldigen en de producten, zoo mogelijk, door 4n + 3 
te deelen, zou men 2n +1 paren resten vinden, waarvan 
de eerste alle onderling verschillend, en dus de resten van 
An +3 zouden zijn, wat evenzoo het geval zou zijn met de 
laatste, terwijl van elk paar de som 4n +3 zou bedragen. 

Bij elke van de 2n +1 resten zou dus een andere be- 
hooren, die, er bij opgeteld, 4n +3 opleverde, wat bij het 
oneven aantal resten onmogelijk is. 

Voorbeeld: 

De kwadraatresten van 7 zijn 1, 2, 4; 

AAE DOLE ECE Ed A 
dn EL Ee UE KE EO fie 


VII, De som van de kwadraten van twee onderling 
ondeelbare getallen kan niet 4n +3 zijn, of een ondeel- 
baren factor van die gedaante bevatten. 

Bewijs: 

Als er twee onderling ondeelbare getallen waren, waar- 
van de som der kwadraten het ondeelbare getal 4n + 3 
was, of een ondeelbaren factor van die gedaante bevatte, 
dan zou 4n +8 ook twee resten opleveren, waarvan de som 
An +3 was, wat volgens VI niet mogelijk is. 


VIJL. Elk ondeelbaar getal van de gedaante 4n +1 is 
de som van twee kwadraten. 

Bewijs: 

De kwadraten van de getallen 1, 2, 5, .... en 2n geven, 
twee aan twee genomen, telkens een veelvoud van 4n+ 1 
(zie V). | 

Nemen wij b.v. het ondeelbare getal 353. De kwadraten 
der getallen 1, 2, 3, enz. en 176 leveren 88 paren op, die 
samengeteld telkens 353 geven. Enkele daarvan zijn: 

151? + 12? == 65 X 353, 
16034 13° = 113 503, 
168? J- 4? == 80 X 353, 
163% + 139° = 130 X 353, 
W5oetelbh= 181 300, 
172% + 164? = 160 X 353, 
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Noemen wij een der n paren a? +b°, dan is: 
a? Hb? =p(4n +. 
Hierin is p { 4n +1, daar a en b ieder kleiner zijn dan 
$ (4n + 1). | 
Deelen wij de vergelijking a? + b? =p(4n +1) door het 
kwadraat van den G.G.D. van a en b, d.i. door q°, dan is: 


Oe dele 


Hierin zijn Ren 7 en rn geheele getallen. Noemen wij 


úa ee 6 
—, — en P resp. s, t en v, dan is 
Dang q 


s° +t-==v(4n +1), 

waarin s en t onderling ondeelbaar zijn en wv <4n 1 is. 

Nu is òf v=l, òf de ondeelbare factoren, die v bevat 
(welke factoren wij k, l, m, enz noemen), zijn ieder òf 2 
òf een 4-voud +1 (zie VI. 

se Ht? =—=k XlXmxXenz. X (4n + 1), 
wilbie ine 

DE NEETER 
dus elk ondeelbaar getal p, dat een 4-voud +1 is, is 


òf de som van de kwadraten van 2 getallen, die ieder 
kleiner dan 5p zijn, 


óf de som van twee dergelijke kwadraten, gedeeld door 
een getal, dat ten hoogste één factor 2 en verder 
alleen ondeelbare factoren, ieder van de gedaante 
An +1 en kleiner dan p, kan bevatten. 


Wanneer elk van deze ondeelbare factoren de som van 
twee kwadraten is, is p het ook. 

Noemen wij de ondeelbare getallen van de gedaante 
An +1 in hun natuurlijke volgorde a, b, c‚, enz. en passen 
wij daarop deze eigenschap toe, dan vinden wij: 


a is òf de som van twee kwadraten 
òf de som van twee kwadraten, gedeeld door 2. 
(Immers ondeelbare getallen van de gedaante 
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An 4-1, die kleiner zijn dan a, zijn er niet, want a 
is het kleinste dier getallen.) 
a is dus de som van twee kwadraten. 


bis òf de som: van twee kwadraten 
òf de som van twee kwadraten, gedeeld door een 
getal, dat geen anderen factor ke, dan re dt. 
b is DU EN som van twee kwadraten. 


cis òf de som van twee kwadraten 
òf de som van twee kwadraten, gedeeld door een getal, 
dat geen andere factoren bevat dan 2, a of/en b. 
c is dus de som van twee kwadraten. 


Evenzoo is elk volgend getal van de rij a,b. c, enz. 
de som van twee kwadraten, waarmede de stelling be- 
wezen is. 


IX. Wanneer een getal op meer dan één wijze geschreven 
kan worden als een som van twee kwadraten, is het een 
deelbaar getal. 


Bewijs: | 
Het getal zij a? Jb? =c? + d?. 


(a? Hb) (ec? Hd?) =(ac + bd)? + (ad — be)? = 
(ac — bd)? + (ad + be)? — (ac + bd) (ac — bd) = 
ac? de b2d? rr ac? —L bc? zadeh b?c? ek bd? == 

c? (a? Hb?) —b? (ce? Hd”). 

Deze vorm is deelbaar door a? + b?. 

Was nu a? +b? een ondeelbaar getal, dan moest òf 
ac +bd òf ac — bd door a +b° deelbaar zijn. 

ac—bd is kleiner dan a? +b? (=ec? +d?), en kan er 
dus niet door deelbaar zijn. 

Als ac + bd deelbaar was door a? + b?, dan was (ac4-bd)? 
het ook, en daar (ac -+ bd)? + (ad — bc)? deelbaar is door 
a? +b?, zou (ad — bc)? het ook zijn en ad —bc eveneens. 
(Wij hebben immers verondersteld, dat a? + bh? ondeel- 
baar was.) Dit is echter onmogelijk, ‘omdat doenrtde kleiner 
is dan a? + b?, 

a? + b* moet dus een deelbaar getal zijn. 
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X. Een ondeelbaar getal van de gedaante 4n +1 kan 
slechts op één wijze als de som van twee kwadraten ge- 
schreven worden. 

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de stellingen VIII 
en IX. | 


Het Theorema van Pappus en 
de Stelling van Dr. M. CG, Paraira 


DOOR 
J.C. NOTTROT (Utrecht). 


eN VN EEN OL 


Het laatste onderwerp als stereometrisch ana- 
logon van het Jkheorema van Pappus behandeld in 
„Stereometrische Hoofdstukken’ door Cornzmre L. 
LANDRú. 


Theorema van Pappus (fig. 1). 
„Beschrijft men op twee zijden van een driehoek als 


Fig. 1. Fig 2. 


grondlijnen parallelogrammen; vereenigt men het snijpunt _ 
hunner bovenzijden met het snijpunt van die twee zijden 
des driehoeks; beschrijft men nu op de derde zijde van 
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den driehoek als grondlijn een parallelogram, welks op- 
staande zijden gelijk en evenwijdig zijn met genoemde 
vereenigingslijn, dan is het oppervlak van het derde paral- 
lelogram gelijk aan de som der oppervlakken van de 
beide andere parallelogrammen.” 

Hiervan is de Stelling van Pythagoras (fig. 2) een bijzon- 
ger geval. 

Dr. M. C PARAIRA bewijst in het „Nieuw Archief voor 
Wiskunde”, Deel XI, 1882 de volgende stelling (fig. 3): 
„ „Construcert men op al de zijvlakken eener pyramide 
willekeurige prismata, doch wier bovenvlakken elkander 
bij uitbreiding in één punt snijden, — voor het viervlak 


Fig 3 


is de laatste voorwaarde overbodig — zoo is de som hunner 
inhouden steeds gelijk aan den inhoud van een prisma, dat 
met de pyramide het grondvlak gemeen heeft, en welks 
ribben gelijk en evenwijdig zijn met den afstand van den 
top der pyramide tot het gemeenschappelijk snijpunt van 
de bovenvlakken der prismata.” 


Bovenstaande eigenschappen worden beperkter opgevat 
dan ze in werkelijkheid zijn. 

Noemen we een parallelogram of prisma naar de buiten- 
zijde van de figuur op de zijde of het vlak aangebracht 
positief, en naar de binnenzijde aangebracht negatief, dan 
zijn beide stellingen nog waar als wij onder som der 
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Bij voorbeeld (fig. 4): | 
De som van de oppervlakken van een parallelogram met 


hoogte hy op b, en een met hoogte h, op ec, vinden we op 


de wijze, als vermeld in bovenstaande stelling en aange- 
geven in de figuur. Het. betreffende parallelogram op a 
heeft een hoogte H, 


Het werschil van de oppervlakken van een parallelogram 
met hoogte hj op b, en een met hoogte h, op c, vinden we 


op diezelfde wijze, maar in dit geval wordt ‘t laatste 
parallelogram negatief bedoeld, en dus binnenwaarts aan- 
gebracht. Het betreffende parallelogram op a heeft nu 
een hoogte Ah 


Op analoge wijze wordt de algebraïsche som der inhouden 
van prismata gevonden, die opgericht zijn op de opstaande 
driehoekige zijvlakken eener pyramide, en wier boven- 
vlakken door èén punt gaan. 


Het bewijs van het Theorema van Pappus, op deze wijze 
uitgebreid, is als volgt (fig. 5): 

De parallelogrammen op de twee zijden zijn zonder 
hun grootte te wijzigen — zoodanig te veranderen, dat AL 
(zie ook fig. 1) een gemeenschappelijke opstaande zijde is. 
Verbinden we nu de twee overgebleven bovenhoek punten 
K’ en HW’, dan ontstaat op de derde zijde BC een parallelo- 
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gram BCH/’K’, dat even groot is als het volgens het theorema 
verkregen parallelogram BCHK. 

Volgens de figuur is nu, als we oppervlak A ABC = O0 
stellen en opmerken, dat A ABC ZZ A LK’/H’» 


Or Oet Oo, 
dus: jer Oene 


Het bewijs van de Stelling van Dr. Paraira is geheel 
analoog met het bovenstaande (fig. 6): 


lien 5: Fig. 6. 


Stellen we hier als in fig. 3 de inhouden der respectie- 
velijk tegenover Á, B, C, D en E gelegen prismata gelijk 
aan L,, Ie, Io, Ip en TI, en de inhoud van de pyramide 1, 
dan is daar: 


Miske A nd Eee ed 
dus: I= II; II, eed 


10 


Naar aanleiding van een bekend vraagstuk 


DOOR 
Dr. P. VAN GEER (Den Haag). 


In jaargang XI van dit tijdschrift, bladz. 254, werd onder 
No 105 door mij het volgende vraagstuk gesteld: 

Zij XOY een scherpe hoek en P een punt daar binnen 
gelegen. 

Bekend is het vraagstuk: door P een rechte zoodanig te 
trekken, dat het stuk AB tusschen OX en OY zoo klein 
mogelijk zij. Het geeft aanleiding tot een vergelijking van 
den derden graad met één bestaanbaren wortel. 

Doch legt men P in P’ buiten den hoek, trekt dan vector 
P/O, en laat men dezen om P’ wentelen, dan zal het stuk 
A’B’ daarvan, tusschen de beenen van den hoek, van 
0 tot oo toenemen. 

Doch onder een bepaalde voorwaarde voor de ligging 
van P’ zal dit stuk, met nul beginnende, aanvankelijk toe- 
nemen tot een maximum, daarna afnemen tot een minimum, 
om dan eerst onbepaald toe te nemen. 

Gevraagd wordt die voorwaarde te bepalen, en dit 
maximum en minimum te berekenen. 


De oplossing van dit vraagstuk 
hangt samen met een kromme, 
waarvan vorm en eigenschappen 
eerst zullen bepaald worden. Deze 
kromme is de omhullende eener 
standvastige rechte, die zich be- 
weegt tusschen de beenen van een 
gegeven hoek. 

Zij(fig 1) AOB = 2x { 90° de hoek, 
waartusschen zich de rechte CD met 
een standvastige lengte =c beweegt. 
Tot rechthoekige assen nemen wij Fig. 1. 
het stelsel XOY, waarvan de X-as den hoek middendoor 
deelt. 


m1 


Zij verder P‚(e,‚y,) een gegeven punt van CD, dan is haar 

vergelijking : 
yere, 

waarin @ den hoek voorstelt, die CD met de X-as maakt. 

Verder is de vergelijking van OA: y=ertga 

en van OB: y= —etga. 

Hieruit vindt men voor de coördinaten van C, als snij- 
punt van CD en DA: 
Yi tp vir tgo)tgae, 
tga—tgp ’ tga —tgp « 
en voor de coördinaten van D als snijpunt van CD eu OB: 
Nt igP „lr te) tga 
Better je ST Edie 

Derhalve is: 

OD=e= Ver) Hy N= 


den 


Ji 


== 


(yy —r,tgp)sin?ea ___ (r‚ Sin p —y, COSp) sin 2a 
(tg? a — tg? p) cos?xCOS’p COS? a — COS? p 
: SEEN ee 
of Ca, Sinp —y; COSPp 1 


sin 2a COS? a — COS? p 
Ontwikkelt men deze vergelijking naar de machten van 
cosp, dan ontstaat een vierdemachtsvergeliĳjking, die de 
oplossing geeft van het vraagstuk : 

door een punt P, (xr, y;) gelegen binnen een gegeven hoek 2x 
een rechte zondanig te trekken, dat het stuk tusschen de beenen 
van den hoek een gegeven lengte c heeft. 

Van de wortels dezer vergelijking zijn twee steeds be- 
staanbaar, de twee andere zijn bestaanbaar of onbestaan- 
baar, naarmate het gegeven stuk grooter of kleiner is dan 
de kleinste lijn, die door P,‚ tusschen de beenen van den 
hoek kan getrokken worden. 

Van de twee steeds bestaanbare oplossingen ligt blijk- 
baar één in het tweede en één in het vierde kwadrant 
van den hoek. Hierinede zullen wij ons thans niet verder 
bezig houden, maar slechts het geval beschouwen, dat door 
P, de kleinste waarde van CD moet worden gelegd. 

Daartoe brengen wij (1) in de gedaante: 

Ben (Gos“a'—COS20) . 2) 
Door (2) te differenticeren naar p wordt: 


*,Sinp —y, COSP = 


Miz 


É c Á p 
©, COSP + y, SIN Pp = sin? SPCOSP (8) 


Deze vergelijking is in cosp van den derden graad: de 
steeds bestaanbare wortel geeft het verlangde minimum. 
Lossen wij z, en y,‚ op uit (2) en (3), d dan wordt: 


Lj Za 5 (COS Pp H- COS? x) sin p, 


2 
Be te ee (sin? p + sin? a) cos g. 


Beschouwen wij hierin #,‚ en y, als veranderlijk en ver- 
í Ji | 
vangen wij ze door loopende coördinaten, dan wordt: 
G ij id 
== a (COS Pp H- COS? «) sIN 0 
sin 24 (COS° P + ) sin « tE 


c 
TD (sin? p + sin? «) COS p) 


Deze vergelijkingen, waarin p als veranderlijke para- 
meter voorkomt, stellen in zy de kromme voor, die de 
omhullende is van CD, bij haar beweging in onverander- 
lijke lengte tusschen de beenen van Z AOB. Is deze hoek 
recht, dus «a = 45°, dan ontstaat een bekende kromme, nl. 
de hypoeyeloïde met vier keerpunten, die de eigenschap 
heeft, dat de lengte der raaklijn tusschen de assen stand- 
vastig is. 

Doch dit geval sluiten wij hier uit, omdat daarbij het 
vooropgestelde vraagstuk vervalt. Het geldt slechts voor 
een scherpen hoek, zoodat wij aannemen a {45°. 

Ook nu is de eliminatie van © mogelijk; zij leidt door 
een omslachtige berekening tot een vergelijking van den 
Gen graad. !) 

Wij laten dus de vergelijkingen in den onder (4) aange- 
geven vorm en zullen hieruit gedaante en eigenschappen 
der kromme afleiden. Deze is geen onbekende; in de 
vroeger aangehaalde werken van LORIA, TEIXEIRA en 
WIELEITNER komt zij voor onder den naam: astroïde, doch 
op een ander coördinatenstelsel, dus ook met een andere 


1) Namelijk: 
(2 Hy? — zk — (a — U) (2? Hy? — 4ab)? + 
27 (bx? —ay?)? +18 (a — D (2 Hy? — dab) (Lo? — ay?) — 
16 (a — bj? (br? — ay?) = 0, 
waarin a en 4 de halve assen voorstellen. 


Vin 
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vergelijking. Aangezien wij haar slechts gebruiken als 
hulpmiddel ter oplossing van het gestelde vraagstuk, kun- 
nen wij hun beschouwingen daarover hier laten rusten. 

Blijkbaar is de door (4) voorgestelde kromme symme- 
trisch ten opzichte van beide coördinatenassen, zoodat wij 
ons, wat haar gedaante betreft, kunnen bepalen tot het 
eerste kwadrant. 


NEO ND 7 volet. uit (4): y = 0, e= cote, 
en voor p=z; ge 0, y=ztge=b, 


a en b zijn de halve assen der kromme; tusschen haar 


bestaat de betrekking d= 7 Om de assen uit de ge- 


gevens te construeeren, make men (fig. 2) een vierkant abcd, 


kig. 2 


waarvan O het middelpunt is, de zijden gelijk zijn aan c; 
terwijl de zijden ab en cd evenwijdig loopen aan de X-as, 
de zijden ad en be aan de Y-as. Verleng de zijden ab en 
cd tot zij de beenen van ZAOB in a/b’ en cd’ snijden, 
. terwijl ad en be deze beenen in a”d”’ en b/c” snijden, dan is 
OCO as OD =OD'=b. De-kromme raakt a’d’ in C, 
besmeGnvabmnr De’ d!/ in D/’, 

Stellen wij in (4) p= a, dan wordt & =ecosa, y =csina, 
waaruit volgt, dat de kromme de beenen van den hoek 
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raakt op cen afstand c van O. Nemen wij op OA: OR =c, 
dan raakt de kromme OA in R, 


COS a, 


…. . 7% LC 
Stellen wij in (4) p= —a, dan wordt 2= > 5 


y eN sina, waaruit blijkt, dat de kromme het been OA 

IE : c 
snijdt in een punt S, zoodanig, dat OS = inde 
OS) OR. De raaklijn aan de kromme in S staat loodrecht 
op OB. 

Aangezien «” en y in (4) nooit oo kunnen worden, moet 
de kromme, die OA uitwendig raakt in R en snijdt in S, 
daartusschen een keerpunt vertoonen. 

Ten einde dit op de eenvoudigste wijze te bepalen, 
zoeken wij in (4) het maximum van & en y. Door het 
differentiaalquotiënt van « ten opzichte van p gelijk nul 
te stellen, wordt: 

O=cosp (cos° p + FOS? «) —2 sin? p COS Pp, 
gevende cosp=0 (betrekking hebbende op het punt D) en 
GOS? p J- COS? a = 2 sin? p 


of 1 + cos? a=3 sin? gp, 
Noemende à deze waarde van p, wordt: 
1 2 in ? 
sin? ò = dien. 5 3 ; cos? ò = ml En 4 


5 (5) 
14-cos’« if 24 tg? 

e= (5 in) = \ 14 2tg? En 

waarin blijkbaar ò > Ee Door substitutie p =d in (4) wordt 

2e (1+-eos?als _ 2e (1sin?a)d 

( sr, JE ene inz 3 ) ‚… (6) 


ò is de hoek, die de raaklijn in het keerpunt maakt met 
de X-as; x,y, zijn de coördinaten van het keerpunt K. 


64 
2 sin 2a 


Zij De —=tgy, dan wordt volgens (6) :, 
3 nente Bite Pe a\3 
ere (Ee 


waarin y voorstelt den hoek BasChen den vector van het 
keerpunt en de X-as. 


derhalve is _ 
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Aangezien a < ï ‚ volgt uit (7): y >a !), zoodat het keer- 
punt buiten Z AOX valt. 

De geheele figuur vertoont vier keerpunten buiten ZAOB, 
symmetrisch gelegen ten opzichte der assen. De beide 
vectoren dezer keerpunten vormen met de beenen van den 
hoek een strook buiten dien hoek. 

Deze strook bestaat zelfs voor «a =0. Want dan wordt: 

ann stane (2. 

Hier bereikt de strook een maximum van ruim 19° ; met 

het toenemen van « neemt de strook af, tot zij verdwijnt 


KK . 
voor «== 4, waarvoor het gestelde vraagstuk niet meer 


geldt. In welk nauw verband deze strook staat tot dit 
vraagstuk, zal nu blijken. 


1) 142 ta? « 
Ee oe) ) tga, 
want (LH 2tg as) (2 Htg? a) to? a, 


14-Gtg?a t12tgta 4 8Stgfx )8tg?a + 12tg ta + 6tglat-tgêe, 
L—1ig8ad2tgta(l —tgfa), deelende door 1 —tgfa 0: 
l + tgta ) 2tg?a 
stgfa)sn 0; 
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In fig. 3 is de kromme voorgesteld. OC =a, OD =b zijn 
halve assen. KOK’ en LOL/ zijn de vectoren der vier keer- 
punten. De bedoelde stroken zijn de hoeken tusschen KOK? 
en AOB’, LOL’ en BOA’. Hierbij is / KOX =y, 

Uit verg. (3) volgt nog een merkwaardige eigenschap 
der kromme. 

Brengen wij (3) in de gedaante: 

AE ae 
NE sin 2a’ 
waarin (&y) een willekeurig punt der kromme voorstelt, 
dan volgt hieruit, dat de lengte der normaal tusschen 
de beide onderling rechthoekige assen standvastig is. 
Derhalve omhult de normaal een hypoecycloïde met vier 
op de assen gelegen keerpunten, waarvan de halve as 
= Er dat is het dubbele van den afstand OS. 

Teekenen wij in de figuur deze hypocycloïde, dan stelt 
zij de ontwondene voor der oorspronkelijke kromme en 
gaat dus door de vier keerpunten. Bae men uit O als 


middelpunt een cirkel met den straal dan gaat hij 


ain? : 
door de vier snijpunten S en raakt de hypoecycloïde in 
haar snijpunten met de rechten, die de coördinatenhoeken 
middendoor deelen, terwijl haar halve as gelijk is aan het 
dubbele van den straal des cirkels. De oorspronkelijke 
kromme is dus de ontwinding der hvpoeycloïde, die door 
de keerpunten in vier stukken wordt verdeeld. Aldus is 
de figuur compleet, en kunnen wij nu het gestelde vraag- 
stuk met haar in verband brengen. 

Vooraf merken wij op, dat door elk punt binnen de 
oorspronkelijke kromme gelegen, aan haar vier raaklijnen 
kunnen getrokken worden, waarbij het stuk tusschen de 
beenen van Z AOB de lengte c heeft; voor elk punt buiten 
de kromme kunnen twee zoodanige raaklijnen getrokken 
worden ; voor elk punt op de kromme drie, waarvan twee 
samenvallen met de raaklijn in dit punt. 

Keeren wij nu tot de vergelijkingen (2) en (3) terug. 
Door eliminatie van c ontstaat : 

xe, Ssinp —yY; COSP __ COS° « — COS? Pp 
T,COSPH+y;,Ssinp  2sinpcosep ' 
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Bij gegeven (x,y,) bepaalt deze vergelijking p voor de 
kortste lijn, welke door P, (fig. 1) tusschen de beenen 
van ZAOB kan getrokken worden. Zij hangt slechts af 
van de verhouding der coördinaten, en niet van hun vol- 
strekte waarde. 

Stellen wij daarom : sn Er 

1 
waarin £ den hoek voorstelt, dien de vector P,O met OX 


maakt, dan gaat de laatste vergelijking over in: 
sinp —tggecosp _ COS? a — COS? p 
cospttgBsine  2sinweoso 
Ontwikkelen wij deze vergelijking naar fg p, dan wordt zij: 
tg*p—tgtop(l tg? a) cot B +tep(2 Jtg? a) — 

E53 GOL OE Ar) 
zijnde een derdemachtsvergeliĳjking in fg p, die de oplossing 
van het gestelde vraagstuk bevat. Blijkbaar heeft zij altijd 
één positieven wortel, waar ook P, gelegen is. Of zij nog 
andere bestaanbare wortels kan hebben, hangt af van den 
diseriminant, dien wij thans nader zullen onderzoeken. 

Volgens DE GELDER’s leerboek der algebra (waar deze 
zaak onder alle mij bekende werken het duidelijkst is uit- 
eengezet), is voor de algemeene derdemachtsvergelijking 

xs J- Ax? + Bx + C=0, 
daarin stellende 
a=B—-tA?, b=gHAt—tAB+C 
en ant: (Ser (£) 

e discriminant : AR 5 3): 

Zooals men weet, hangt nu de bestaanbaarheid der wor- 
tels af van het teeken van As. 

Hier is volgens (8): 

A= (l+4-tg?a)cotf; B=2d-tg?a; C=—tg?a cot 4, 
gevende door substitutie, met weglating van positieve 
getallenfactoren : 
As=tgt A(2+tg? «5 — tg? G[(1+2tg? a)? + 
2+4tg?a)t tg? alt (1 Jtg? a)? tg? a 
aal (1H2tg?a® | 
ZO+ tto) [tgtetea (Gps) Hist el + 

Ne 14-2tg? “) 8 | 

tg « ( FF igta ) 

Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 12 
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Nu is volgens (1): 
( ige J 


2-tg?a 
Hierdoor wordt: 
As =(2+tg?a)s [tg*2 —tg°B(tg?y + tg?a) J tg?y tg?a)] 
(2 tet) (te? B —tgt alte: 2 — 5 VE 
Nu is, gelijk wij gezien hebben, y ) «. 
Dus: A3 210 tevoorsdi tarde 
en voor @)> ya: 
maar As <0 voor ya. 

Er is dus slechts één positieve wortel, wanneer P, ligt 
binnen de beenen van Z AOB, of buiten den scherpen hoek, 
gevormd door de vectoren der keerpunten, doch er zijn 
drie bestaanbare wortels, wanneer P, ligt binnen de strook, 
gevormd door de beenen van den hoek en de vectoren 
der keerpunten, dus in fig. 3 binnen / KOA of / BOL. 

Deze drie bestaanbare wortels moeten thans nader wor- 
den onderzocht. Ten eerste merken wij op, dat, volgens 
de teekens der termen van (8), alle bestaanbare wortels 
positief zijn, zoodat de overeenkomstige koorden door P, 
zijn gelegen links van de loodlijn uit P, op OX. 

Stellen wij voor dit onderzoek (8) in de gedaante 

f=tg*ptg—tgt poll +2tg? a) + 
tgo(2ttg?a)tg—-tg'a=0 . . (10) 

P ligt in de strook AOK, zoodat y > 2 »>)a. 

Nu Js in (10) voor p= f405 voor p= Oren 
f=tgatgf. —tg?a(l tg?) +tgal2 + tg?a)tg A — tg? 

=tgatg@B(2te?ad-2) —tg?a(2J- 2te? a) 

—=2tga(l+tg?e) (tg 2 —tga), 
zoodat voor @ > a fn 

Voorve=de wordt 

f=tg*dtg Z—tgd(l +2tg?a) Jted(2 tete) te B — tg? 
=tgòtg Bltg2ò(2 + tg?a)] — [tg (1 J2tgte) + tgta]. 

Maar volgens (5) is 

k 2 tg? a 
tg°ò = 


gevende door substitutie: 


nana 


KS) 


_2(1+-tg?e) Drs 
Etre At tte U tard 


ee Eert pn On 2 


l +2tg?a 2 te? a 
2(1 +tg?a) (2 + tg?a) Ì gk, 2 tg? a | 
142 tg? go [tee ( Zieta jp 


of volgens (1): 
pm 2 tg?) (2 H tg?a) 


[4-2 te?a tgò(tg B —tgy). 
Maar nu is y > Da, 
derhalve voor p =d: é0 
De drie wortels p,, @,, #3 noemende, heeft men dus: 
OCP, Calorldin lg «AD 


zoodat de wortels zijn gescheiden; derhalve zijn zij alle 
drie bestaanbaar. 

Om de zaak van het maximum en minimum te onder- 
zoeken, moeten wij tot het tweede differentiaal-quotiënt 
onze toevlucht nemen. Daartoe keeren wij terug tot verg. (1), 
die c uitdrukt in p. Aangezien het hier slechts om het 
teeken, niet om de waarde, te doen is, kunnen wij 
alle constante factoren weglaten en daarvoor schrijven 


Ee Afek zijnde ) : 
sin p — tg Â cos p 
COS?a — GOS° 


Se 0} 


_—_— 


COS? — GOS p’ 


Ber | 


of nog korter: 


eng 
_ (GOS?« — COS°p) COS (wo — B) — 2 sin(p — £) sin p COS p 
Ee (cos? « — COS? p)? 


Aangezien voor de wortels van verg. (8) de teller in deze 
2 
uitdrukking nul is, hangt het teeken van ee slechts af 
van het teeken van het differentiaalguotiënt van dien teller ; 
noemende dit quotiënt A, wordt 
A2 =—(cos?a — COS?p) sin (p — B) +2 cos (wp — B) sin p COS Pp 
— 2 cos(p — B) sin p COS p — 2 sin (wp — B) (cos°p — sin?p), 

of, na vereenvoudiging: 
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As == — [(cos?a — COS?) + 2(cos°p — sin?p)| sin (p — }) 
—= — sin (p — £)(l + cos? a — 3 sin? p) 
) ds 
= 3 sin(p —£) (sin?p — ed en EN 
2 2 
Maar volgens (5) is en E sin? ò, 
derhalve | 
=—=3sin(oe—f)(sin?p—sin?ò) . . . . (12) 


Ligt P, binnen Z AOB, dan is p > 2 )ò, derhalve As) 0 
en de eenige wortel geeft nu een minimum. Dit is ook het 
geval voor p <£{ 8, dat is, wanneer P, in den supplements- 
hoek, maar buiten de strook ligt. 

Ligt ;P, echter in de strook, dan heeft (® drie bestaan- 
bare wortels, waarvan de grenzen door (11) zijn aangegeven. 
De kleinste wortel ligt tusschen O0 en «; dan is in (12) 
p{ò{B, dus As )0, overeenkomende met een minimum, 
liggende in den supplementshoek van AOB De tweede 
wortel p, valt tusschen a en ò; dan is @ {op {ò, gevende 
As <0, overeenkomende met een maximum; de derde wor- 


5 dan is p>ò)>g, dus A, >0, 


overeenkomende met een minimum. 

Alvorens de ligging der wortels nader uiteen te zetten, 
zullen wij eerst de grensgevallen beschouwen en keeren 
daartoe naar verg. (8) terug. 

Eerste grensgeval. P, ligt op OA, dan is Q=—=a. Hierdoor 
gaat (8) over in: 
tg*p —tgp(l +2tg?e)eot x + tg o(2H tg?e) — tga cot a —=0, 
welke vergelijking kan ontbonden worden in: 

(tgp — cota)(tgp — tga)’ —0. 


tel p; ligt tusschen ò en 


Nu zijn dus de drie wortels p= 
lijn uit P, op OB, en den dubbelen wortel p= a, vallende 
langs OA. 

Tweede grensgeval. P, ligt op OK (fig. 3), dan is Q=y, 
waardoor (8) overgaat in: 
tg*o— tg?ellH2tg?a) cot y + tgo(2 Jtge) —tg? « cot y =0. 

Hierin de waarde voor y uit (1) overbrengende, volgt na 
eenige herleiding, daarbij lettende op (5): 

(tgp—tg?atgò)(tgp— tg 0) =0. 
De drie wortels zijn nu tgw, =tg?atgò, gevende de 


a, gevende de lood- 
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koorde in den supplementshoek en den dubbelen wortel 
p =d, overeenkomende met de richting der dubbelraak lijn 
in het keerpunt. 

Hiermede is dus het gestelde vraagstuk opgelost en 
kunnen wij de gevonden uitkomsten in oogenschouw nemen. 

Voor gegeven hoek 2a (fig. 1) en gegeven ligging van 
_P, (@‚y‚) op het stelsel XOY is de oplossing begrepen in 
verg. (8). Zij is een derdemachtsvergelijking met één of 
drie bestaanbare (positieve) wortels. Zijn hieruit de waar- 
den van p opgelost, dan volgt uit (1) de overeenkomstige 
waarde van c. © geeft de richting en c de lengte der 
minimum- of maximum-koorde. 

Ligt P‚, binnen Z AOB, dan heeft (8) slechts één bestaan- 
baren wortel, die uit (8) het gemakkelijkst door de methode 
van CARDANUS wordt opgelost. De minimum-koorde maakt 
steeds een scherpen hoek met OX; slechts wanneer P, 
op de as OX is gelegen, staat de minimum-koorde loodrecht 
op die as en kan dan gemakkelijk berekend worden. 

Hetzelfde geval doet zich voor, wanneer P, in den sup- 
plementshoek, doch buiten de strook (fig. 3) is gelegen. 
Ook dan is er slechts één minimum, dat op gelijke wijze 
uit (8) en (1) in ligging en grootte wordt berekend. Dit 
minimum valt nu in den supplementshoek. 

Doch ligt P, binnen de strook, gevormd door de beenen 
van den hoek en de vectoren der keerpunten (fig. 3), dan 
heeft (8) drie bestaanbare wortels, die het gemakkelijkst 
langs trigonometrischen weg worden bepaald. Door sub- 
stitutie dezer waarden in (1) ontstaan drie koorden. De 
eerste geeft een minimum in den supplementshoek van AOB. 
De tweede geeft een maximum in dezen hoek, de derde 
weer een minimum. De koorde is dus, beginnende bij O, 
eerst nul, neemt bij wenteling om P, toe tot een maximum, 
neemt daarna af tot een minimum, om dan eerst bij voort- 
gezette wenteling onbepaald toe te nemen. 

Ten slotte zullen wij een en ander door een paar ge- 
tallenvoorbeelden toelichten. 

ZR _009, dán 184 909, 

INEIODSUR Est) 1D AUS 150 a, 
dan ligt P, binnen Z AOB als in fig. 1. 
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Verg. (8) heeft nu één bestaanbaren wortel, namelijk 
pi SOV 8 307, 
gevende door substitutie in (1): 
c=1,1287 als minimum-koorde. 

20. Zij ZAOB=60°; a =30°; #, =1, Yu —=tg45°, dus 
B=45° > y, want volgens (1) is tg y —=(À ).. 

P, ligt nu in den supplementshoek, maar buiten de strook. 

Var (8) heeft ook nu slechts één bestaanbaren wortel, 
namelijk : Di IDE 
gevende GC =d 2 
als minimum-koorde in den supplementshoek. 


Fig. 4, 

30m Zij ZAOB =300r dUBtz 15 

Volgens (7) is nu y= 220 17/48 
en volgens (5) Oe DI ALA ZD 

Zij verder-&=l;yr=tg 18° dus 2184 

Zoo ligt P, nu in de strook AOK (fig. 3). 

Verg. (8) heeft nu drie bestaanbare positieve wortels; 
opgelost langs trigonometrischen weg zijn deze wortels: 

O1 505! 0 SIA DENDE TO EEN 

zoodat voldaan is aan de betrekking SAE 


Op; Calpa (ICP CG 
MOOD =O WOTTL Grt een 
zijnde een minimum in den supplementshoek AOB’. 
Voor Oren Wordt ifs == Us Dr D 
zijnde een maximum in Z AOB. 
Voor pos WOE Ln Ge 
Beli een minimum in Z AOB. 
In fig. 4 zijn deze waarden voorgesteld. P,‚L is de loodlijn 
uit P, op OB. Het stuk dezer loodlijn tusschen de beenen 
van Z AOB is == 0,526, dus langer dan C,D,. _ 
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Een theorema 


DOOR 


J. N. VISSCHERS (’s Hertogenbosch). 


Stelling. Door de snijpunten van een transversaal met 
de zijden van een driehoek trekt 

men in willekeurige richting drie 
evenwijdige lijnen, op ieder van 
welke de beide andere zijden 
des driehoeks een segment be- 
palen. De middens van de drie 
aldus verkregen segmenten lig- 
gen in een rechte. 


Bewijs. Wij hebben: 
AOR) Ce EEG) 


of qe 
Ook: ERO Sr Ke OR 
of QE= Ee 
waaruit volgt: 
Oe VAE XxX QR A) 


Verder is PE =2PK + PE en VR=2RM — RU. 
Deze beide waarden gesubstitueerd in («) geven: 


DES PQ (2RM — RU) J- QR (2PK + PE) 
oi PR 


P M + PK X QR 
of gi ERE a (B) 
want uit de evenredigheid PE:RU=PQ: QR volgt: 
BORERUIS Piek. 
Uit (2) blijkt, dat de drie middens K,‚, L en M in een 
rechte liggen. 
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Näherungskonstruktionen für das regelmässige 10-Bek 


VON 


K. HAGGE in Kolsnap (Nordschleswig). 


In dem Werke Mitzscherling’s über das Problem der 
Kreisteilung *) wird bei den speziellen Näherungskonstruk- 
tionen des Dreizehnecks nur die Vorschrift Albrecht Dürer's 
erwähnt, als Seite 4 des Kreisdurchmessers zu benutzen, 

Es ist die HSH mir bekannt gewordene Annähe- 
rung, da der Zentriwinkel vom wahren Wert um über 14 ® 
abweicht; schon bei einem kleinen Kreise von 10 em Durch- 
messer wird die Seite mehr als ein Millimeter zu gross. 

Der Wirklichkeit recht nahe kommt eine allgemeine 
Konstruktion, die ebenfalls von Mitzscherling erwähnt 
wird und auf der Rektifikation von Kochanski beruht, 
‚der Fehler ist zwar nur eine halbe Bogenminute, aber 
durch die erforderliche Dreizehnteilung der rektifizierten 
Peripherie wird die praktische Verwondingen 
mindestens in Zweifel gestellt. 

Der freundliche Leser meiner Darstellung des Ee 

mässigen Siebenecks °) und der Zahl z°%) wird bereits 
bemerkt haben, dass es möglich ist, mit einem verblüffend 
geringen Aufwand von Hilfsmitteln unter Währung einer 
gefälligen Form der Konstruktionsfigur ausserordentlich 
scharfe Annäherungen zu erzielen. Auch die vorliegende 
kurze Notiz dürfte diese Annahme bestätigen. 

Eine Gerade (fig. 1) schneide vier konzentrische Kreise 
Mr), M(2r), Mr), M(4r) diametral in A;, B; Es sei 
A;P=B;P =4r. Ich mache MA =A,P. In einem mit A,B, 
als Radius beschriebenen Kreise ist die Seite des Dreizehn- 


1) A. Mitzscherling, Das Problem der Kreisteilung, B. G Teub- 
ner, Leipzig, 1918. 


2) Benaderingsconstructies voor den regelmatigen zevenhoek, 
Wisk, Tijdschrift 10e Jaargang, bladz. 165. 


3) Einfachste Konstruktion der Zahl mz, Wisk. Tijdechrift, 
10e Jaargang, bladz. 151. 
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ecks annähernd gleich A‚B. Der Fehler beträgt: erst bei 
80 Meter Peripherie etwa ein Millimeter. 


II. Eine Gerade (fig. 2) schneide sechs konzentrische 
Kreise M(Mr) .... M(6r) diametral in A;, B; Es sei 


Fig. 2. 


A,;P=B;P=10r. Ich mache B‚,A=A,P. In einem mit 
B‚A als Radius beschriebenen Kreise ist die Seite des 
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Dreizehnecks annähernd gleich 6r. Der Fehler beträgt 
erst bei 1800 Meter Peripherie etwa ein Millimeter. 

Zum Schluss gebe ich noch die Abweichung des Zentri- 
winkels vom wahren Wert bei den bekanntesten Verfahren 
an und zwar in Bogensekunden. 


Dürer.“ Sn RT AEN 
De. Ville. 5” «meen Weet AOR 
Renaldini=s, .%, AAS bees ee SDO 
Fialkowski.. ee oe ee LAER 
Fialkowski on On 
Fialkowski.- $ Se ee ne 
Fialkowski. ee ette AZ RO 
Bernhard v. S. Evi NEO se 
Kochanski (2). ae et eZ 
Hasge (1). … … teel Aen ee OE 
Hasce dd IDs ree + 0,72% 


Entsprechende Konstruktionen vom Neuneck und Blfeck 
werden später folgen. 


Verslag van een Akte-Examen K3. 


1. Scheikunde practicum (Laboratorium Leiden). 

Lesproeven. 

Maken van NH,, dit oxydeeren door middel van CrO, 
Lot N 

Bereiden van NO-gas en eenige proeven hiermede. (Alle 
toestellen en buisjes zelf in orde brengen ) 

20, Natuurkunde practicum (Laboratorium Amsterdam). 

Stroomsterkte bepalen door middel van den kopervolta- 
meter en met behulp hiervan den herleidingsfactor voor 
een galvanometer. 

Mondeling chemie (a. een uur anorganische en b. een uur 
organische (den Haag). | 
a. Electrolytische dissociatie. lonisatie en vele voor- 

beelden en toepassingen daarvan. 
b. Alcoholen, esters, Fehlingsproef vocht, aetherberei- 
ding, enz. 
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Mondeling physica (twee uur). 

Mechanische warmtetheorie. Kringloop van Carnot bij 
caoutchouk. Wet van „van der Waals” en de verklaring 
der coëfficiënten dier wet. Oppervlakte spanning. Welk 
deel der gasvorming dient voor inwendige en welk deel 
voor inwendige arbeid. Röntgenstralen. Beweging van 
geleiding in een magnetisch veld. Wet van Lenz. 

Cosmografie. Vrijgesteld wegens ’t bezitten der akte 
Zeevaartkunde M O0. (U). 

Leeuwarden. Ta. MW. 


Vraag en Antwoord. 


Derde antwoord op Vraag 108 (zie bladz. 134). 
Opgave Differentiaalrekening K 5, 1906. 
Gegeven (w + la) (y + U) (2 Hle)=ltaltblte . . . … (1) 


Gevraagd het maximum van P—=a"4/c°, 

Uit de gegeven vergelijkingen AE als P maximum of 
minimum is: 

dP =P (ladx + lbdy + lede) = 
dx dy dz à 
ETET B pg t0 

Voor alle waarden van dr en dy moet aan deze verge- 

lijkingen worden voldaan, waardoor 
== la lolo, y=—lb + lela, z=—le + la bh, 

Om na te gaan, of een maximum of minimum wordt 
bereikt, vorme men d?P, waarbij te letten is op (1) en (2, 
die z als functie van w en y geven. 
d2P —= dP (lada + lb dy H lede) + Ple d?z, 
el da“ dy? dz? En 

(ad la)” OTE U)? ARL dl)? zt le k 


Met de boven bepaalde waarden van z, y enz wordt dus 


ter wijl 


d2P —= Plc, d?e 
dex dre? dy? z2 
lalb _ U2bl2c DEPT l2a Te 25 a 120 
! de dy dz 
en dus dP=P,lalble, Bie | Te la Eje Pb 
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Het teeken van d?P hangt alleen af van dat van Zal le, 
daar P positief is ondersteld. 
Is lalble 0, dan is d°P positief, dus P minimum. 
Is lalble <0, dan is d?P negatief, dus P maximum. 
J. VAN ROON (den Helder). 


Antwoord op Vraag 110, dna K5, Integraalrekening 1911. 
Bepaal de vergelijking van het oppervlak, voldoende 
aan de partiëele differentiaalvergelijking 


Eid Sahnt 
en gaande door de kromme 
x= sint, =sin {COS LE A GOS 
Bereken de stukken, waarin het oppervlak door de 
kromme wordt verdeeld. zt 
Oplossing. Uit de gegeven vergelijking volgt, volgens 
bekende methoden: 


of dk len 


Hieruit volgt: 
lr=ly HlA, la= le? —1) +/B 
i % L 
of 5 ee À, At TCE ber ind 
wat als vergelijking van het oppervlak geeft: 
ite J 
Vetter!) 
Opdat de gegeven kromme op het oppervlak zal liggen, 
moet V(cos* t— 1) = sin f f (cos t) 
isin {1(cos? t +1) =sin tf (cos t) 
f (eos t) =i V{(cos? t +1) 
y y? 
(1) VG +). 
Het verlangde oppervlak is dus: 
VAV (EI), of ett etl. 
Deze bol is ook voor te stellen door # = sin f, y = cos { sin v, 


z=costeosr. De kromme op het oppervlak is dan be- 
paald door t=v. 
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De ingesloten eat volgt uit den integraal: 


(5 DE id ZL 
Opp. fu eV) |= BEETJE Kyi 
rx 
Sr == COS Sn si 
ò 3 ; ò 
or =— Sin sin» 5, = GOS f COS » 
Oz ' Òz Á 
sj Sinfcosv zp =S COS sin v 


î 
) == GOS? 4. 


5 òy _òr òy 
df ° dv òv dt 

De oppervlakte is dus bepaald door [ dv | cos f. df. 

Een eenvoudige figuur doet ons zien, dat de kromme op 
den bol (spherische lemniscaat) geheel ligt aan de zijde 
der positieve Z-as en dat de kromme bestaat uit 2 con- 
gruente lussen, in het punt z =0, y =0, z = 1 samenkomend. 


he z 
Laat men # variëeren van 0 tot », en v van 0 tot 5 


dan vindt men de opoervlakte ingesloten door de kromme, 
het XOY-vlak en het YOZ vlak, gevende: 


Gf 

pd v ad 

teg — cos | == e 
0 0 


De EN ingesloten door de kromme en het 
XOZ-vlak, is dan 4 boloppervlakte —1=4az—1. 
_De oppervlakte, ingesloten door de beide lussen, is 
AX (tar —1)= 24, 
J. v. RoON (den Helder); H. B. FiJNENBERG (Roermond); 
S.C. v. VEEN (Rotterdam); Dr. J. VREESWIJK (Utrecht). 


Antwoord op Vraag 1ll. Gevraagd de oplossing van 
. Opgave K5, Differentiaalrekening No. 2, 1911. 
Als u bepaald is door 


Ees zl 


heeft men: 


ON 
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Uit de gegeven vergelijking hen 


end jan je (rr tard + Gee pe) 
of ENE NE an 
waarin-P = ECE Saen Tt 
Evenzoo ; 
Pe @ en nz Ps 0) 


Hieruit volgt, door (1), (2) en (3) in het kwadraat te brengen : 
Ò u du? du 
Ee GE) GD) + (5 } | =4P. 


Tevens heeft men, door (1), (2) en (3) respectievelijk met 
x,y en z te vermenigvuldigen: 


òu Òu du) 24? 2y° PEEN 
Plet Ap a? Hu ern en 
volgens de gegeven vergelijking. 
\ du? òu\? dt ed 
EE Ce + (5) +(E) =p 
òw òu 2 
Sn zere 15 de de P 


volgt het onderstelde. 
Ik Ia RoonN (den Helder); H. B. FIJNENBERG (Roermond) ; 
S.C. v. VEEN (Rotterdam) ; Dr. J. VREESWIJK (Utrecht). 
Opmerking van S.C. v. VEEN. Van deze eigenschap wordt 
gebruik gemaakt in de potentiaal-theorie, n.l. om de poten- 
tiaal-functie van een homogene ellipsoïde te berekenen. 
Zie bijv. Riemann-Hattendorf : Schwere, Elektricität und Mag- 
netismus. Hannover, Karl Rümpler, 1876. 


pn 7 


Correspondentie. 


Grafische oplossing der vierkantsvergelijking 
door C. Kok (Tiel). 


Sinds eenige jaren behandel ik in de 5e klas bij gelegen- 
heid der isothermen van Boyle enz de volgende meetkun- 
dige oplossing der vierkantsvergelijking. 
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Ik hoorde van een collega, dat iets dergelijks in een 
artikel over beton voorkwam, zoodat ze nog wel practisch 
nut lijkt te hebben. 

Ik neem als voorbeeld #° — 5e +60 en schrijf haar 
aldus: «(rz — 5) —= — 6, stel y =&— 5, dan is sy —=— 6. 

De snijpunten der rechte met de gelijkzijdige hyperbool 
geven door hunne abscissen de gezochte wortels. 

Uit de teekening ziet men de eigenschappen der wortels, 
wat betreft product en som. 

Als de rechte de hyperbool raakt, heeft men 2 gelijke 
wortels, nl. 1/6. De rechte snijdt van de X-as dan een 
stuk 216 af. Voor bestaanbare wortels is de coëfficiënt 
van # dus ten minste 21/6. Is deze coëfficiënt nog minder, 
dan heeft de rechte geen snijpunten meer met de hyperbool 
en zijn de wortels imaginair. 

Toepassing op de derdemachtsvergelijking. 

as dr —b=0) of «(r? —4)=b. 
ay=b en y—=x?—4, 

Het is gemakkelijker steeds dezelfde hyperbool te gebrui- 
ken. Bijv. «(er —5)=— 

sle Pel 


ele | 5 
ey=l y=tae dk 


Examen K 5 1915, 


Naar aanleiding van Wisk. Tijdschr. XIle Jaarg, afl. 2, 
bladz. 123, No. 2, schrijft de heer CIKOT mij: 

Het vraagstuk kan, zonder verzwaring, gesteld worden 
voor een wilekeurigen drievlakshoek; immers de inhoud 
van het bedoelde viervlak is gelijk aan het gedurig product 
van de drie ribben en van een grootheid, functie van den 
drievlakshoek, die standvastig is, en dus ook voor de 
extreme waarden verwaarloosd mag worden. Nemen we 
de drie AE als coördinaatvlakken enz, dan heeft men 


E de +5 1 =—=1. Nu moet abe = minimum, dus Je en ook 


ili 

abe 
daarom bereikt het product een maximum als zij gelijk zijn. 
Het gegeven punt moet dus zwaartepunt der doorsnede zijn. 
(M.i, is dit veel algemeener waar.) 

Utrecht. Dr. Jon. A. VREESWIJK. 


maximum zijn. De som der drie factoren is constant, 


F2 


Naar aanleiding van de oplossingen der vraagstukken K 5, 
bladz. 122 e.v, meen ik te moeten opmerken, dat op 
bladz. 128 de et (7) moet zijn: 
En el 45? lo RE za VAD? + r?a? 8 

Dat de waarde in het W. T. foutief moest zijn, blijkt al 
dadelijk, als men neemt za =?2b, waarmede de opgegeven 
formule zou opleveren: 


1 „Sb? — 9 NE 
mal log ST )| 
Nn (ap log (1/2 — 1) — 4b°1/2 


log (1/2 — 1) =log 0,414... is negatief. 
Beide termen zijn dan negatief ! 
Eveneens zou op bladz. 129 vergelijking (4) m. í. moe- 
ten zijn: 


y=ekt(C, sin ht — C, cos ht) He” #E(C, cos ht — Cs sin hi). 
De volledige uitwerking zou opleveren : 


x= ta eos ht (ek! He” kt) 


y= jasinht (et — ek, 


J. VAN ROON. 


Nieuw verschenen werken. ® 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. W. J. A. JONGKEES. Beginselen der Beschrijvende 
Meetkunde. 1915. Met atlas f 1,50. 
Uitgever H. Honig, Utrecht. 


W. A. PIETS, c.i. Leerboek der Beschrijvende Meetkunde 
ten dienste van het Middelbaar Onderwijs. 1915. 
Uitgever J. Bootsma, 's Gravenhage. 


C. VOLKER. Opgaven over Meetkunde voor M.U.L.O., 
Kweek- en Normaalscholen. le stukje. 1916. f 0,45. 
Uitgever W. Zwagers, Rotterdam. 


Dr. JOH. A. VREESWIJK. Rekenkunde. 1916. 
W. W. JAGER BRUINING en J. PIJL Dzn. Theorie der 
Rekenkunde. 2e druk. | 
W. EF, KOPPESCHAAR Jr. Leerboek der Planimetrie. 
1916. f 1,85. 
Uitgever W. B.J. Tjeenk Willink, Zwolle. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Algemeene benaderingsmethode voor de reëele en complexe 
wortels van (numerieke) algebraïsche en 
transcendente vergelijkingen 


DOOR | 
Dr. B. GONGGRIJP (Amsterdam). 
(Vervolg en slot van bladz. 90.) 


dk, 
De methode bij transcendente vergelijkingen. 


In de omgeving van een regulier punt z=a kan een 
functie f(z) volgens het theorema van Taylor—Cauchy 
worden ontwikkeld naar opklimmende machten van z— a. 

Deze ontwikkeling heeft een beperkt gebied van geldig- 
heid (holomorphie). Voor alle binnen dit gebied gelegen 
waarden van z moet de waarde van f(z) met elken ge- 
wenschten graad van nauwkeurigheid kunnen worden 
gevonden uit de machtreeks : 

n=k 

p Gfk (z ui’ a)” » 

n=0 
wanneer men k slechts groot genoeg neemt. Omgekeerd, 
als men een binnen het geldigheidsgebied gelegen waarde 
van z gevonden heeft, waarvoor de machtreeks = 0 wordt, 
zal ook f(z) met elken verlangden graad van nauwkeurig- 
heid =0 kunnen gemaakt worden. De nulpunten (wortels) 
van f(z) kunnen dus met elke verlangde praecisie gevonden 
worden door oplossing van een hoogere-machts-vergelij- 
king, — dus door de methode van de scheiding door 
machtsverheffing. Als « niet —=0 is, behoeft men slechts 
z door y te vervangen om te komen tot | 


Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 13 
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Voorbeeld V. UZ sins 0, 

Laguerre heeft deze vergelijking besproken in de Comp- 
tes Rendus !). Hij komt door overweging van het feit, dat 
de ontwikkeling in het eerste lid aanvangt met 1 +z?, en 
dus een lacune vertoont tusschen twee termen met gelijk 
teeken, tot het vermoeden, dat de vergelijking imaginaire 
(complexe) wortels zal hebben. Dit vermoeden wordt dan 
tot zekerheid door onderzoek van het „geslacht” van 
1 +zsinz, dat =1 blijkt te zijn. 

Onze methode levert met zeer weinig moeite de waarde 
van de beide kleinste wortels, die zuiver imaginair blijken 
te zijn. 

Na ontwikkeling gaat f(z)=0 over in: 

pjele AMAe MED 
Oet NE Tan RAS 

Vervangen wij eerst z? door y; het transformatie-tableau 

wordt dan : 


1 1 1 
niksen 6 in 
A hoe Ege Be) 
5 280 502400 5040? 
22 1 nl. 0,24461 nl. 6,09235—10 
23 1 _n.l. 0,48919. 


In elke kolom is de transformatie zoo ver mogelijk voortgezet 
alvorens met de volgende kolom te beginnen. 


Na drie transformaties is de eindtoestand reeds ingetre- 

den voor den tweeden coëfficiënt. Wij vinden: 
MOO Ten V num. log 0,48919 = 0,93202. 

Het argument van y,‚° (in de eindvergelijking) is z; op 
‚de vroeger aangegeven wijze wordt licht gevonden, dat voor 
yi“, yi? en y‚ eveneens het argument —=z zal zijn. 

Dat van ze in 1 +zsinz==0 zal dus + 4 moeten zijn. 

Zoo blijkt dan: 

Ziv2 = + 0,93202 4, 


Contrôle. Bij substitutie dezer waarden in de gegeven 
vergelijking wordt het eerste lid == 0,0000002. 


1) XCIV, 636, 
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Voorbeeld VI: z—esinz—M=0. 

Merken wij allereerst op, dat deze Keplersche vergelijking 
altijd een reëele oplossing zal hebben, gelegen tusschen 
M en M+e. Het eerste lid wordt voor deze waarden van 
z nl. respectievelijk gelijk aan 

—esinM en e—esin(M +e). 

De eerste uitdrukking is negatief, de tweede positief. !) 

De ontwikkeling van het eerste lid kan voorgesteld 
worden door: 


za hd 
ze (2 _ 5 Fig eos #2) —M=0. 


Wordt de term met z? verwaarloosd, dan zal er bij sub- 
stitutie der uit het resteerende deel der vergelijking voor 


5 
zo berekende waarde een fout ontstaan hoogstens == ae, 
Zij nu M =27° 315,23” of = 0,4802818. 
log e = 9,3897262 — 10 2); 
(M + ete 


120 is dan 0,0002 ongeveer. 
3 
Ml) =0 
heeft dan bij deze waarden voor M en e het volgende 
transformatie-tableau : 


1 — num log 0,19626 s — num log (8,95007—10) 
1 „ _» 0,39252 — (9,42736—10) — (7,86014—10) 
1 0,82158 9,03081—10 5,12028—10 

1 1,64103 1,03903—10 

1 9,28205. 


Ook hier is elke kolom zoo ver mogelijk voortgezet 
alvorens met de volgende te beginnen. 
Wij vinden nu: 
6. 1 
2= Vaum log 3,28205 
In hoekmaat is dit: 
z, = 35° 43/ 16”, 
Contrôle. Volgens Oppolzer is z= 35° 43’ 30,50”. Tot deze 
waarde zouden wij veel dichter genaderd zijn, als de term 
1) Men mag nl. aannemen OM {z. 
2) Voorbeeld uit Oppolzer, Bahnbestimmung der Plan. und 
Kom. I, 56, met een kleine wijziging: M is naar het le quadrant 
overgebracht. 


— 0,62345. 
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met z° nog in rekening genomen was. De fout bij substi- 
(M +e)te 


tutie zou dan TE kenen sn d.i. ongeveer 0,000005 


bedragen. 
Voor een eerste benadering, waarop men licht een 
bekende differentiaal-benadering kan laten volgen, is een 
nauwkeurigheid tot op minder A 1 minuut echter meer 
dan voldoende —. El 
In de omgeving van een m-voudige pool « kan een-func- 
tie f(z) nog steeds ontwikkeld worden in een machtreeks, 
maar deze zal dan ook negatieve machten van z—a bevat- 
ten, en dus voorgesteld moeten „worden door: 
nk 
A enk 
NS =d k 
Het is echter gemakkelijk in, te zien, dat ook en de 
machtreeks in plaats van de functie genomen kan worden 
voor het onderzoek naar wortels binnen het gebied van 
convergentie, als slechts k groot genoeg genomen wordt. Door 
vermenigvuldiging met (2—2)”, en vervanging vanz—a door 
y, krijgt men weer een gewone hoogere-machts-vergelijking. 


S 11. In de voorgaande bladzijden zullen nu de voor- 
deelen duidelijk genoeg geworden zijn van. een methode, 
die door eenvoud en algemeenheid alle andere ver achter 
zich laat. 

Er blijven echter nog wel enkele vragen ter beantwoor- 
ding over, met name die naar de beste wijze van voort- 
zetting eener eenmaal gevonden benadering. Als men een 
wortel bijv. tot in 10 decimalen nauwkeurig moet kennen, 
zou het een zeer tijdroovend werk zijn, alle berekeningen 
in dat aantal decimalen te verrichten. De bespreking van 
de beste wijze om zulke verfijnd-nauwkeurige resultaten 
te bereiken wordt bespaard voor een volgend artikel, Als 
uitkomst van dit onderzoek zij hier echter reeds mede- 
gedeeld, dat m i.- de eenvoudigste wijze om áan een eerste 
benadering z, van een wortel eener vergelijking f(z) =0 
een correctie van willekeurig vastgestelde nauwkeurigheid 
aan te brengen bestaat in de ontwikkeling van dezen wortel z 
in de omgeving van z, als (implicite) functie van f(z). 
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Benaderingsuitdrukkingen voor den cirkelomtrek 


DOOR 
Dr. F. SCHUH (Groningen). 


(Vervolg en slot van bladz. 120.) 


Stelt men in (lll) n= (pyn=3VS, Pp, =il5), dan 
krijgt men als uitkomst 24° V/8 = 6,284256, dus met een fout 
— 0,001050 '); (112) geeft voor die fout op — 0,001578, dus 
nog wel te veel, maar reeds veel beter in overeenstemming 
met de werkelijkheid. Voor n=} is de fout van (1LI) in 
absolute waarde kleiner dan voor n=1. Het blijkt zoo dus 
niet of de benaderingsuitdrukking (111) evenals (110) nog 
een maximum van onnauwkeurigheid heeft. Is zulk een 
maximum aanwezig, dan moet het liggen tusschen „n= 1 
en: n= js. 

Voort nl==2 (pin == 42; ‘pj =4)' levert’ (III) als” uit- 
‘komst #45 (17242 — 1161) =6,2834154, dus met een fout 
— 0,0002301, die in plaats van 64-maal (zooals (112) het zou 
vorderen) slechts ongeveer 11-maal zoo klein is als die voor 
n=l. De formule (112) geeft voor die fout — 0,0002809, 
een bedrag, dat absoluut nog wel te groot is, maar toch 
reeds als een bruikbare weke voor de fout kan wor- 
den aangemerkt. 

Terwijl voor grootere waarden van » de bovenste grens 
(111) weinig minder nauwkeurig is dan (110), is dit, blijkens 
het voorgaande, voor zeer kleine waarden vann geenszins 
het geval, hetgeen samenhangt met de omstandigheid dat, 
terwijl (110) voor n=l en n=? dezelfde fout vertoont, de 
fout van (111) voor n=l ongeveer 11-maal zoo groot is 
als die voor n=?2. Vergelijkt men toch de verkregen uit- 
komsten met die van No. 58, dan blijkt, dat de fout van 
(111) voor n=1l ongeveer 18-maal, voor n =2 echter nog 
slechts ongeveer 1,2-maal zoo groot is als die van (110). 


1) De benaderingsuitdrukking (103) levert voor n — 3 als uit- 
komst 10973 == 6,293118 ; de fout hiervan is — 0,009933, dus onge- 
veer 0 maal zoo groot als die van (EEE): 
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55. Berekening van 7 uit den ingeschreven 3= en ó=hoek 
met behulp van (95) en (lll). Met behulp van de onderste 
grens (95) en de bovenste grens (111) kan men reeds bij 
kleine waarden van „ het getal z tusschen nauwe grenzen 
insluiten. We zullen daartoe n—=3 nemen (de kleinste 
waarde van », waarvoor p„ de omtrek van een veelhoek 
in den gewonen zin van het woord is), zoodat we den 
cirkelomtrek berekenen uit de omtrekken van den regel- 
matigen ingeschreven 3-hoek en 6-hoek. Voor de bereke- 
ning dier omtrekken is slechts één worteltrekking noodig, 
terwijl 3 de grootste waarde van n is, waarvoor dit het 
geval is. 

In de volgende berekeningen is de afronding der getal- 
len steeds zoo uitgevoerd (naar boven of naar beneden), 
dat er volkomen zekerheid bestaat, dat we een onderste 
en een bovenste grens voor den cirkelomtrek vinden. 
Daardoor kan de laatste decimaal van de onderste grens 
l of 2 eenheden te klein, die van de bovenste grens 1 of 
2 eenheden te groot zijn, hetgeen echter geen bezwaar 
oplevert doordat we het aantal decimalen zoo groot geno- 
men hebben, dat dit hoogstens — °/, bedragen kan van 
de afwijking, die de onderste en de bovenste grens van 
2m vertoonen. Doordat niet alle optredende getallen den- 
zelfden invloed op het eindresultaat hebben, zijn niet al 
die getallen bij dezelfde decimaal afgerond, ten einde geen 
overtollig rekenwerk te verrichten. Verder is bij de bena- 
deringsuitdrukking (95) van de 4de orde steeds een deci- 
maal meer berekend dan bij de benaderingsuitdrukking 
(111) van de 3de orde. Opgemerkt zij. nog, dat pz èn (95) 
steeds naar boven, in (111) steeds naar beneden moet worden 
afgerond. 

Sommige berekeningen zijn voor (95) en (111) dezelfde 
en verschillen slechts in de wijze van afronding. Die 
gemeenschappelijke berekeningen laten we hier volgen, 
waarbij steeds in het eerste lid der ongelijkheden de 
afronding is aangegeven ter wille van (95), in het laatste 
lid de afronding ter wille van (111). De benaderingsuit- 
drukking (111) is in den vorm gebezigd, dien we daaraan 
in noot 2, bladz. 119 gegeven hebben. 
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De = 6 ’ 
5,19615 2423 ) ps = 33 >» 5,19615 242, 
0,80384 7517 < A=p:—03 < __0,80384 758, 
6,26794 9192 & —= b(4Ds —P3) << 6,26794 920, 
9,04659 29 { 14A* < 9,04639 4 , 
39,58845 8 =D IDs ) 59,58845 
De verdere berekening voor de onderste grens (95) 
is dan: 
ZA nar > _0,01523 4057, 
Per Hell ac BDS 68318 5240 
15 (4p +33) 
Daar 


27 — 6,28318 5307, 
is de gevonden onderste grens 
0,00000 2058 
te klein, terwijl (96) voor de fout het iets kleinere bedrag 
0,00000 2012 opgeeft. 
De verdere berekening der bovenste grens (111) is als 


volgt : 
E—=C—0,08A > 3952414 
14A? 
FE {_0,01525 886, 
b(4pe—D3) + ad Dn =B4F { 6,28320 806. 


15l4p +33 —0,08(p —P 3) 
De fout hiervan bedraagt: 

— 0,00002 275, 
terwijl (112) voor die fout opgeeft — 0,00002 466, een bedrag, 
dat absoluut iets te groot is. 

De benaderingsuitdrukkingen (95) en (111) sluiten dus 
reeds voor n= 8 den cirkelomtrek tusschen nauwe gren- 
zen op. Uit het bovenstaande volgt nl.: 


6,28318 32 { 2x { 6,28320 81, 
dus: 
DlAIDO TO zeer LALOOA Neenee E Li) 


Het verschil van deze beide grenzen is goboo, terwijl 
het verschil van de beide grenzen van Archimedes (542 
en 34) +4; bedraagt. Hieruit volgt: 

De wit de benaderingsuitdrukkingen (95) en (111) voor n—=3 
volgende betrekking (113) sluit het getal z in tusschen twee 
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grenzen, die ruim 160-maal zoo dicht bij elkaar liggen als de 
grenzen van Archimedes. 


56. Nabfwkeüriger permanent-monotone bovenste grens. 
Terwijl, zooals in No. 54 is aangetoond, de benaderings- 
uitdrukking (111) voor grootere waarden van „ slechts 
weinig minder nauwkeurig is dan (110), geldt ditzelfde 
niet meer voor zeer kleine waarden van „, zooals uit de 
becijferingen van No. 54 gebleken is. Men kan dit gebrek 
verhelpen door B een waarde toe te kennen, die wel grooter 
is dan B, == 2,19812552, maar daarvan aanmerkelijk minder 
verschilt dan 2,2. Daarvoor nemen we 

=$ == 21935484 1). 

Door B niet = B, maar =$# te nemen, wordt de fout 
voor groote waarden van „ (daar de fout dan aan B— ! 
evenredig is) nog niet met 1 °/, vergroot. Lai 

Men vindt nu door in (91) B=$f te stellen: 

De benaderingsuitdrukking 

Past HDi Plts minn 
is een permanent-monotone bovenste grens van de derde orde, 
die nauwkeuriger is dan (111) en ook voor zeer kleine waarden 
van n slechts weinig minder nauwkeurig dan (110). 

Dit laatste blijkt nl. uit de volgende becijfering. Voor 
n= lt geeft (114) als uitkomst 6? = 6,2835249, d. 1. 0,0003596 
te groot. Vergelijkt men dit met het in No, 53 gevondene, 
dan blijkt, dat deze fout 73 °/, grooter is dan die van de 
benaderingsuitdrukking (110). Voor n=? zal (114) een 
uitkomst opleveren, die kleiner is. dan 6,2855249 (daar G-(1) 


1) Dit is de tweede te groote naderende breuk |2,5,5,1l = 
—=2,5,6{ der oneindig voortloopende kettingbreukontwikkeling 
voor B, Zie noot 1, bladz. 119. 


2) Met het oog op het gelijktijdige gebruik der benaderings- 
uitdrukkingen (95) en (114) heeft het eenig voordeel de benade- 
ringsuitdrukking (114) in den vorm 

Alp B) 


ida Ar Ue Ei € Be Tren 
7 RGM kid) ter lr hj SP 
te schrijven. 
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negatief is) en grooter dan 6,2833811 (de uitkomst van (110) 
voor n=2). De fout van (114) zal dus voor n=2 gelegen 
zijn tusschen 0,0001958 en 0,0003396 en dus minder dan voor 
n=l van de fout van (110) verschillen. Ook voor andere 
waarden van » zal de fout van (114) die van (110) niet 
zeer belangrijk overtreffen. 

Neemt men 2=j (p‚n = 33, py = $V3), dan geeft (114) 
als uitkomst 439 1/3 =6,2840521, d.i. 0,0008668 te groot, 
zoodat de fout nu ruim 25-maal zoo groot is als voorn == 1. 
De benaderingsuitdrukking (114) heeft dus een maximum 
van onnauwkeurigheid voor een „ gelegen tusschen 1 en 2. 

Voor grootere waarden van » weegt echter de geringe 
meerdere nauwkeurigheid van (114), in vergelijking met 
(111), niet op tegen de grootere complicatie ten gevolge 
van de grootere coëfficiënten. 


S 12. Benaderingsuitdrukkingen van den derden rang. 


54. Eerste stap tot vorming der osculeerende benade= 
ringsuitdrukkingen. In S 11, No. 49 hebben we reeds uit 
de orde der osculeerende benaderingsuitdrukking van 
den tweeden rang afgeleid, dat de osculeerende benaderings- 
uitdrukking van den derden rang normaal, dus van den derden 
graad is, waaruit weer volgt, dat een benaderingsuitdrukking 
van den derden rang en hoogeren dan den derden graad hoog- 
stens van de vierde orde is. 

We willen nu volgens de in S 9, No. 40 beschreven 
methode de osculeerende benaderingsuitdrukking van den 
derden rang vormen, uitgaande van de osculeerende bena- 
deringsuitdrukking van den tweeden rang, dus van 

Pant 5 viper edp 14 (AP 5 1.9D7)|- 

Men heeft hiervoor hoogstens twee omvormingen uit te 
voeren, daar men tot osculatie besluiten kan als de orde 
van 4 tot 6 is opgevoerd. 

De eerste omvorming bestaat daarin, dat we de benade- 
ringsuitdrukking 

Pon 

Pant E Pan —Pn)s HÀ (Upon + 3D), ni 
vormen, waarin C te bepalen is uit (83), waarin nu j = 2 
en m==4is. Daar verder Q, = 47 (4p,,-3p,), dus [Qi], =P 


& 


202 


is en (zooals in No. 49 is gebleken) G(1)=-##, vindt men: 
Cd 

We krijgen zoo de volgende benaderingsuitdrukking 
van hoogere dan de vierde orde: 


Pane Pin Dr HAD FOD), EN 


Di ik 
ant Bitnik At pra ine ge (p PD) (115) 
3 (Ap, + Ip) — ee 
2n 
Hiervoor is: 
(LE 


fe)=1l HH 0) + B 


waaruit volgt: 


5 IAF 3) — (la)? 


RO et KRCN oe! br TREED 
(1 — 4)? 3 (24-y) + 5 21 (4 + 34) — (l— y)° 
eni y (Ll + 9) 


FUT 


RC 
AAUAT+H32y-F-6y?)—105(2+ (IT +44 HAAI) 
kend E20 (2) (ly?) 588 (1 + 9)* (Lg) 


1E) AG 
[Wy yD 


(1—y)® 
eek TA A EE —y) (116) 
10 [21 (443) — (1—y)° [21 (14642) — A1 Y?)P] 


Hieruit ziet men, dat f (y) — y f(2y* —1I) ga geen hoogere 
macht van 1—y deelbaar is dan de 5te, waaruit blijkt, 
dat de benaderingsuitdrukking (115) van de vijfde orde, dus 
niet osculeerend is. 3 

Verder ziet men uit (116), dat G(y), di. Ere R 
voor alle waarden van y tusschen {12 en 1 positief is, 
waaruit volgt: 

De benaderingsuitdrukking (115) is een permanent-monotone 
onderste grens van de vijfde orde. 

Uit (116) vindt men door y=l te stellen: 

GU) =H, 
waardoor men uit (52) (S 4, No. 17) afleidt: 
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De fout der benaderingsuitdrukking (115) is ongeveer gelijk aan 


LOE ee ong. 0,004865 n= t° 
1390878720 nt® — 9% 

58. Osculeerende benaderingsuitdrukking van den der- 
den rang. Op dezelfde wijze verder gaande vindt men 
(door het eerste voorschrift van No. 40 toe te passen) voor 
de osculeerende benaderingsuitdrukking van den derden 
rang : 

Oer ADD) ED nt CD nT Pis 

C wordt weer bepaald uit (83), waarin nu j=8, m=d, 

GI) == HEE, [Qsl, =P, [Qali == — # is. Men vindt dus: 
C=—= 327. 

Derhalve: 

De osculeerende benaderingsuitdrukking van den derden rang 
luidt : 


ond FW, — Po) Hp H3D), — B Dirt WP Dan D= 
=p DD) HS) — HOLD + Bp) =— 


E dio Es P‚) 
Pin tb PP) Up) CD 


28 2 
an Pi) 


59. Benaderingsuitdrukkingen vande vijfde orde. Bij het 
verdere onderzoek zullen we, om tevens alle benaderings- 
uitdrukkingen van de 5de orde te omvatten, de benade- 
ringsuitdrukking in den meer algemeenen vorm 


Cn DD 
ind Pi 


4 pie Ee 
Pan F Pa Dip Bess Pb) 


Oi Mae DIE rr (118) 


') Voor de numerieke berekening heeft het eenig voordeel de 
benaderingsuitdrukking in den volgenden vorm te schrijven : 


rs 0e 
li OK PE 
ene a A, 


3 (4p_ „+ 3p)— 


Piep) Jef 
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| schrijven, die voor B=$} in (111) overgaat. Voor een 
waarde van B, die van $$ verschilt, is de benaderingsuitdruk- 
king (118) wan de vijfde orde. 


Voor (118) is nu: 


LOD =1 Hd) HH A= 
21—B (l—x) 

‘ (1 — 2)? [21— Bil —%)] 
miri EH PBO) Blo) de) 


4 F3 — 


Hieruit volgt: 


fy)—yf Cy? Me 21 {LS EPE 
Bare. BIA)? 


VAE ILES DEDEN 
15 F6) RI BRT U — 4) 

Vereenigt men de breuken in het tweede lid van deze 
vergelijking tot één enkele breuk, dan wordt de teller 
daarvan van den tweeden graad in B. Daar verder 
fy) —yf(2y? —1) deelbaar is door (1 — y)’, vindt men: 
fy Zyirdige 

GEE 


= 7 RW tSybt Ty br (19 
AEB) BEN AX e 
XL Gp) I2I — B — YJ AI 
waarin : 
R(y) = 21 (189 + 908y + 3824? + 60°) + 
HOE DAHD A Der 
S (yy) = —(21534-3440y 11124? — 80y*— 644) (120) 
Tw=2A—y?) (AT +32y + 64). 
Hieruit volgt: 
R(1)=21.2139,  S(I)= 6,  T(I)=0, 
dus: 
…_ fw) -yf@y* —1) _ 62(69—1B) 
Hm Te enn Abe 


waaruit volgt: 


1) Dit is natuurlijk niets anders dan de teller van de breuk 
in het tweede lid der vergelijking (116). Deze heeft nl. betrekking 
op een benaderingsuitdrukking, waarvoor B =0 is. 


205 


De bennderingsuädenrkhung (118) is een onderste grens van de 
vijfde orde sopt BS, een bovenste grens van de vijfde orde 
voor BS | 


60. Nadere beschouwing der osculeerende benaderings= 
uitdrukking. Uit (121) ziet men, dat de benaderingsuit- 
drukking (118) van hoogere dan de 5le orde (dus osculeerend) 
wordt als B=f% is, waaruit opnieuw blijkt, dat (117) de 
osculeerende benaderingsuitdrukking van den derden rang 
is. Voor die benaderingsuitdrukking is de teller in het 
tweede lid van (119) door 1—y deelbaar en vindt men, daar 
een verdere deelbaarheid door 1—y niet aanwezig blijkt: 

| helena el) 
wi Ae 
5488 (134 + 137y + er (122) 
15 oi (b4 +234) — 11 (1 — y)°] X 
X [B (1 + 64? Jb A04, hpa Tide | 
G(L)= es 

In het laatste lid van (122) is zoowel de noemer als de 
teller voor waarden van y tusschen Sl2 en 1 steeds posi- 
tief, waaruit men besluit: 

De osculeerende benaderingsuitdrukking (111) van den derden 
rang ts van de zesde orde en een permanent-monotone 
onderste grens. 

Verder leidt men uit (52) af: 

Voor niet te kleine waarden van n bedraagt de fout der 
benaderingsuitdrukking (111) ongeveer 


z\3 
IBIBE RO gr 99 0,0002384n-!?. . . (123) 


Voor kleine waarden van » is de fout echter niet onbe- 
langrijk grooter dan deze formule er voor opgeeft. Voor 
n=l levert de benaderingsuitdrukking (117) als uitkomst 
13565 —6,2827839, d.i. 0,0004014 te klein, terwijl (123) voor 
de fout opgeeft 0,0002384, zoodat de fout ruim 68 °/, grooter 
is dan wat (123) daarvoor opgeeft. 

Opgemerkt zij nog, dat uit het feit, dat de orde (zes) der 
osculeerende benaderingsuitdrukking van den derden rang 
het dubbel is van haar graad (drie), volgt, dat de vierde 
onvervangbare wijzerfunctie lineair is, dus dat de osculeerende 
benaderingsuitdrukking van den vierden rang normaal is, 
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61. Voorloopige permanent-monotone bovenste grens. 
We willen nu in de benaderingsuitdrukking (118) het getal 
B zoo bepalen, dat we met een permanent-monotone 
bovenste grens te doen hebben, ten einde het getal 2r 
tusschen de onderste grens (117) en deze bovenste grens 
in te sluiten. 

In No. 59 is reeds gebleken, dat B) £$% zijn moet, wil 
men met een bovenste grens te doen hebben. Wil die 
bovenste grens permanent-monotoon zijn, dan moet de uit- 
drukking in het tweede lid van (119) negatief zijn voor 
alle waarden van y tusschen {V’2 en 1. Voor die waarden 
van y is de noemer dier uitdrukking steeds positief, mits 
men B<{®? neme; voor grootere waarden van B wisselt 
nl. de tweede factor van den noemer tusschen y = il ’2 en 
y=l van teeken !). Er moet dus nog slechts voor gezorgd 
worden, dat de teller R(y) + S(y) B + 7'(y) B? in het tweede 
lid van (119) voortdurend negatief is. Voor dien teller 
kan men schrijven: 

at by + ey? +dy? +ey*, . . « « (124) 
waarin : 


a == 16609 — 2753B 4 94B? — —(2B—1T(9T1—41B), \ 
b —=8( 2391 — 430B + 8B°) — 
— [BB — 2151 210971) [—8B-H215-+ 21091), | (195) 
c =2( 4001 — 556B —41B?) 
d=16( 754 5B— 4B°)=—16( B—5) 45-15, 
e= 45 IBB B) SUB B BNN 


waaruit: 
adbd-ed-dt-e=651(69—11B). . . . (126) 


1) Door in den noemer van het tweede lid van (119) in den 
eersten factor 1 —y==z en in den tweeden factor 2 — 24? =zte 
stellen, gaat zoowel de eerste als de tweede factor over in: 

(7 — 32) (21 — Bz) — z?, dek s (a) 

In den eersten factor kan z veranderen ae O en 1— 12, 
in den tweeden factor tusschen O en 1, zoodat als de tweede factor 
steeds positief is, dit ook voor den eersten factor geldt. Wil nu 
de uitdrukking («) voor waarden van z tusschen O en 1 steeds 
positief zijn, dan moet in elk geval B {21 zijn. Is dit het geval, 
dan is de uitdrukking (a) (steeds voor waarden an z tusschen 0 
en 1) zoo klein mogelijk voor z=l (daar B) #4, dus positief 
ondersteld wordt) en dan gelijk aan 83 — 4B, Dit is nog steeds 
positief dan en alleen dan als B{ 8? is, 
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Uit de vergelijkingen (125) ziet men, dat voor waarden 
van B gelegen tusschen $í en ®? de grootheden ec, d en e 
steeds negatief zijn, terwijl a negatief of nul is voor 

ORKA 

Voor die waarden van B is echter ook b negatief, waar- 
uit reeds dadelijk als voorloopig resultaat volgt: 

De benaderingsuitdrukking (118) is voor 

„7 < B Ke 85 
een permanent-monotone bovenste grens. 

Voor B=S# doet zich weer het geval voor, dat de bena- 
deringsuitdrukking als uitkomst + oo oplevert voor n = 1. 
Daar verder de benaderingsuitdrukking des te kleiner is 
naarmate B kleiner is, vindt men als het nauwkeurigste, 
dat uit het bovengevondene is af te leiden (door B=!j te 
stellen) : 

De benaderingsuitdrukking 


Pel) 
DR Par) df Bn Ne Ep Dep A) 


is een permanent-monotone bovenste grens van de vijfde orde. 
Opgemerkt zij, dat deze benaderingsuitdrukking voor n=1 
overgaat in de bovenste grens 4 van Archimedes. 


62. Noodzakelijke voorwaarde voor permanente mono= 
toniteit. In No. 61 hebben we gevonden, dat (118) een 
permanent-monotone bovenste grens is als voldaan is aan 
B<B<*. Men kan echter aan B nog kleinere waarden 


dan 7 toekennen zonder dat de benaderingsuitdrukking 
ophoudt een permanent-monotone bovenste grens te zijn. 

Is £2{B<{%', dan is, volgens de vergelijkingen (125), 
a positief, terwijl c‚, d en e nog steeds negatief zijn. Der- 
halve vertoont dan de uitdrukking (124) één variatie van 


1) Voor de becijfering heeft het eenig voordeel de benaderings- 
uitdrukking in den volgenden vorm te schrijven : 


(Ban atd 
pat Hes =P) + 


fi he A 
3 REDT Lr 
( Pin 1e P‚) AP ont BP EP TL) 
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teeken en wordt dus volgens den regel van Descartes voor 
slechts één positieve waarde van y gelijk aan nul. Daar 
er, zooals in No. 61 gebleken is, voor 47 {BC8S geen 


ee van teeken aanwezig is, wordt de uitdrukking (124), 
als 1 < B <8? is, voor hoogstens één positieve waarde van 


y gelijk aan nul. 
Daar, volgens (126), de uitdrukking (124) voor y=l 
negatief is (steeds £? {B<?®? ondersteld), nl. gelijk aan 


651 (69 — 115), zal dus de uitdrukking (124) tusschen y =SV2 
en y=l niet positief kunnen worden als ze negatief of 
nul is voor y=il/2. Daar de noemer in het tweede lid 
van (119) positief is, luidt dus de voorwaarde, die noodig 
en’ voldoende is opdat (118) een permanent-monotone boven- 


ste Mt e (behalve de reeds gevonden voorwaarde 


69 / 
TN 


akhetdettbtiorv2i0. 
Hierin. voor a, b, c‚ d en e hun waarden uit (125) substi- 
tueerend, vindt men: 
20605 + 9864U”2 — (3293 + 17002) B + (5041612) B? 0, 
of na vermenigvuldiging met en ml, 
51043 + 1168012 — (1875 + 230812) BH142 B? 0, (127) 


Het eerste lid hiervan wordt nul voor 
B= tz [1815-2308 1/2 + V(43676929 + 29716760 T2)]. (128) 

Aan de voorwaarde (127) is dan en alleen dan voldaan 
als B tusschen de beide in het tweede lid van (128) ge- 
noemde getallen gelegen is Het grootste dier getallen is 
grooter dan ®?, terwijl het kleinste, dat we B, zullen 
noemen, tusschen $% en 8? gelegen is. We vinden dus: 

De benaderingsuitdrukking (118) is dan en alleen dan een 
permanent-monotone bovenste grens als 


BB, 
waarin : 
B, = 44 [1815 42508 1/2 — V(43676929 J- 297 16760 2) = 
== 6624188125 2 


De aan het eind van No. 52 gemaakte opmerkingen 
gelden ook nu. 
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63. Nauwkeurigste permanent-monotone bovenste grens. 
Daar de benaderingsuitdrukking (118) des te kleiner is 
naarmate B kleiner is, volgt uit het in No. 62 gevondene: 

De nauwkeurigste permanent-monotone bovenste grens van 


den derden rang ts (130) 


bi 


KO — PD)? 
(Don prat pris 
21p,‚n-Bn (Pon Po) 


4D En SP — 


waarin B, de in (129) aangegeven waarde heeft. Deze benaderings- 
uitdrukking is van de vijfde orde. 

Voor deze benaderingsuitdrukking geldt natuurlijk weer 
hetzelfde als wat in $10, No. 45 aangaande de benaderings- 
uitdrukking (92) en in $ 11, No. 53 aangaande de benaderings- 
uitdrukking (110) is opgemerkt. 

Voor n=l gaat (130) over in: 

Ed Eg = 628318553445, 
12 — PE 
d.i. slechts 0,00000022727 te groot. De fout is dan dus on- 
geveer 1766-maal zoo klein als die van de voor groote 
waarden van » veel nauwkeuriger benaderingsuitdrukking 
(117) van hoogere (zesde) orde (zie No. 60). 

Voor n=? geeft (130) natuurlijk dezelfde uitkomst als 
voor n=l, terwijl dan volgens (123) de fout van (117) on- 
geveer 0,0000000582 bedraagt. Voor n=? is (117) dus reeds 
nauwkeuriger dan (130) (en wel ongeveer 4-maal). 


64. Eenvoudiger permanent-monotone bovenste grens. 
Zonder de nauwkeurigheid noemenswaard te schaden kan 
men de bovenste grens (met behoud der permanente mono- 
toniteit) vereenvoudigen door in (118) B niet gelijk B, te 
te stellen, maar gelijk aan een iets grooter rationaal getal. 
Daarvoor kiezen we: 

Dir O2 


1) Dit is de derde te groote naderende breuk oren deal 2 
der oneindig voortloopende kettingbreukontwikkeling |6, 1, 1,1, 1, 


1,59, 24, 2,...{ voor B. De volgende breuken zijn grooter dan 
B, en naderen daar meer en meer toe: 


Wiskundig Tijdschrift, 12e Jaargang. 14 
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We vinden zoo: 
De benaderingsuitdrukking 


1 14 PnP)? 1) 
Ponts on Pio)trÂ 8 (Pon-P‚) 


Pint IPy 115 pt Sp, 


(131) 


is een permanent-monotone bovenste grens van de vijfde orde, 
die slechts weinig minder nauwkeurig is dan (130). 

Dat werkelijk (131) slechts zeer weinig minder nauw- 
keurig is dan (130) blijkt daaruit, dat de fout voor groote 
waarden van » evenredig is aan G (1), dus volgens (121) 
aan B—$2= B—6,2121273. Nu is B, — $$ =0,3520109 en 
oP — f2 05522727, waaruit blijkt, dat voor eenigszins 
grootere waarden van „ de benaderingsuitdrukking (131) 
slechts een ongeveer + °/, grootere fout heeft dan (130). 

Volgens (121) is voor de benaderingsuitdrukking (131): 

G(I)=— Tito 
waaruit in verband met (52) volgt: 

De fout der benaderingsuitdrukking (181) is voor niet te kleine 
waarden van n ongeveer 

on. 45 0,0002732 10 ON 
33381089280 710 019: 5 gi at 

Ook hier is weer de toevoeging „voor niet te kleine 
waarden van »’ bepaald noodzakelijk, daar (zooals zich ook 
verwachten laat) de fout voor waarden van „» in de buurt 
… van 1 zeer veel kleiner is dan (132) daarvoor opgeeft. 


1) Voor de becijfering heeft het eenig voordeel de benaderings- 
uitdrukking in den volgenden vorm te schrijven : 
ERE HL 
Part WP) EET 
2 en Nn (wip D An 


 8(4p Ho) + PPZ) 
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65. Toepassing der benaderingsuitdrukking (131). Neemt 
men in (131) n=l, dan vindt men als bovenste grens 
voor den cirkelomtrek : 

115 == 6,28318584071, 
dus als bovenste grens voor zr het getal 222. Derhalve: 

De benaderingsuitdrukking (1831) levert voor n= 1 als bovenste 
grens voor z de verhouding 335 van Metius. 

Voor n=l bedraagt de fout van (131) dus — 0,0000005555, 
terwijl (132) voor die fout een ruim 512-maal zoo groot 
bedrag opgeeft (nl. — 0,0002732). Hieruit blijkt wel, dat de 
benaderingsuitdrukking (131) niet alleen voor groote waarden 
van n, maar zelfs voor zeer kleine waarden van n bijzonder 
nauwkeurige witkomsten oplevert. Voor n=l is (131) ruim 
152-maal zoo nauwkeurig als de benaderingsuitdrukking 
(117) van de zesde orde. 

Voor n=—=1l bedroeg (zooals in No. 65 gebleken is) de fout 
van (130) — 0,00000022727, zoodat dan de fout van (181) 
ruim tweemaal zoo groot is als die van (130). Hoewel dus 
voor n=l de benaderingsuitdrukking (181) een niet on- 
belangrijk grootere fout heeft dan (130), is het verschil in 
nauwkeurigheid toch nog niet heel groot. 

Voor n=? laat zich een uitkomst van (131) verwachten, 
die grooter is dan 6,28318553445 (de uitkomst van (130) voor 
n=?) en kleiner dan 6,28518584071 (de uitkomst van (131) 
voor n=l). Men vindt in werkelijkheid 6,28318553467, d.i. 
0,00000022749 te groot (terwijl de fout van (130) evenals 
voor n=l bedraagt — 0,00000022727), zoodat de fout van 
(131) nog slechts + °/, grooter is dan die van (130) *) ; door 
(132) wordt voor de fout opgegeven — 0,0000002668, hetgeen 
17 °/, te groot is, zoodat voor n = 2 de fout der benaderings- 
uitdrukking (181) zich reeds ongeveer volgens (132) gedraagt. 

Stelt men in (131) n= (pon = VB, pn = VP), dan Krijgt 
men als uitkomst 

LL263T 3 == 6,283188625, 


d.i. 0,000003818 te groot, zoodat de fout ruim 6-maal zoo 


1) Voor n=2 is dus het verband tusschen de fouten van 
(130) en (131) reeds nagenoeg hetzelfde als bij groote waarden 
van %, waarbij de fout van (181) gebleken is … °/, grooter te 
zijn dan die van (130). 
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groot is als voor n=l en bijna 15-maal zoo groot als voor 
n=?2; de benaderingsuitdrukking (131) heeft dus een maxi- 
male fout voor een zekere waarde van „ gelegen tusschen 
l en 2. Opgemerkt zij nog, dat voor n = 3 de formule (132) 
voor de fout opgeeft — 0,000004758, d.i. dus 43°/, te veel. 


66. Berekening van 7 uit den ingeschreven 3- en ó-hoek 
met behulp van (117) en (131). De benaderingsuitdrukkingen 
(117) en (131) sluiten reeds voor kleine waarden van x den 
cirkelomtrek tusschen nauwe grenzen op. Evenals in $ 11, 
No. 55 zullen we daarvoor n=5 stellen. 

De daar gemaakte opmerkingen gelden ook nu. Ten 
gevolge der afronding (die bij de onderste grens steeds 
zoo is uitgevoerd, dat die te klein, bijde bovenste grens zoo 
dat die te groot uitvalt) kan weer de laatste decimaal der 
gevonden grenzen 1 of 2 eenheden te klein (bij de onderste 
grens) of te groot (bij de bovenste grens) zijn, hetgeen 
echter (ten gevolge van het gebezigde aantal decimalen) 
nog geen -°/, bedragen kan van de afwijking, die deze 
grenzen van 2r vertoonen. Bij de benaderingsuitdrukking 
(117) van de zesde orde is overal een decimaal meer bere- 
kend dan bij de benaderingsuitdrukking (181) van de vijfde 
orde. Zn (117) moet p, overal naar boven, in (181) overal naar 
beneden worden afgerond. 

Ook nu zijn weer enkele berekeningen voor (117) en (181) 
dezelfde op de wijze van afronding na. Die gemeenschap- 
pelijke berekeningen volgen hier, waarbij steeds in het 
eerste lid der ongelijkheden de afronding is aangegeven ter 
wille van (117), in het laatste lid de afronding ter wille 
van (131). 

Pe —6 ) 

5,19615 24227 061 ) pz =3l/B > 5,19615 24227 06, 

0,80384 75712 933 ( A=pe—PDs << 0,80384 75712 94, 

6,26194 91924 311 ( B =t(4ps-ps) < 6,26794 91924 32, 

0,64617 09275 20 { A? < _0,64617 09275 3 , 

89,58845 72682 > C=d4ps +3ps ) 39,58845 7208 

De verdere berekening van de onderste grens (117) 
is dan: 

D=b4p;+23ps < 443,51150 6 2 
LA 


BD > __0,01602 63715, 
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F—=3C—E ( 118,14934 54331 


ee eeen > 0,01523 61142 746, 
(pe —P3)° 
14 B 
ENT 
—=B4G > 628318 53067 057 !). 


z—3,14159 26535 898, 
is deze uitkomst 0,00000 00004 739 te klein, ter wijl (132) voor 
de fout het iets kleinere bedrag 0,00000 00004 487 opgeeft. 
De verdere berekening der bovenste grens (131) is 
als volgt : 


Daar 


H == 115pe +53p, \ 965,3960 

ui: en (__0,00535 4661 _ 

Ke OT > 3958310 2601 

ie de € 001523 61191 01 

BK 

Wpp) E= 
ii Le 3, (Sp s mak ADE 
he DeES TT Tlbpe + bop, 

ria (__ 6,28318 53115 383 1). 


Deze uitkomst is 0,00000 00043 53 te groot, terwijl (132) 
voor de fout opgeeft — 0,00000 00046 27, dus een absoluut 
iets te groot bedrag. 

Uit de verkregen grenzen voor 2r volgt: 

Het getal m ligt tusschen de polggide grenzen ; 

3,14159 26533 { zr { 3,14159 26558 ; 
het verschil tusschen deze grenzen is zooo} 
5000-maal zoo klein als het verschil der in S 
gevonden grenzen. 


vovo, dus 
11, ‚No 55 


1) We hebben bij de berekening de beide benaderingsuitdruk- 
kingen in de oorspronkelijke vormen (117) en (181) gebezigd en 
niet in de daaraan in noot 1, bladz. 208 en noot 1, bladz, 210 gegeven 
vormen. Doordat nl, »p, een geheel getal is, leveren hier laatst- 
genoemde vormen geen vereenvoudiging. 
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De logische grondslagen der Wiskunde 
DOOR 
DR. R. J. KORTMULDER (Enschedé). 


Op verzoek van den heer Vars geef ik hier een beknopt 
overzicht van den inhoud van mijn proefschrift onder 
bovenstaand opschrift. *) Ik heb mij beperkt tot de reken- 
kunde, d. w.z. tot de eendimensionale getallen. 

Na een kritiek op de empiristische theorie, die de getals- 
begrippen door een psychologisch proces leert te ontstaan, 
ga ik over tot de bespreking der Kantische theorie, die 
beter in staat is, de eigenaardigheid van het wiskundig 
denken te verklaren; zij kent de wiskunde gedeeltelijk 
een logischen oorsprong toe, heeft echter de meewerking 
van alogische, hoewel zuivere elementen (de aanschou- 
wingen ruimte en tijd) noodig, om het synthetisch karakter 
en de werkelijkheidswaarde der wiskunde te behouden. 

In de eeuw na Kant merken wij bij de wiskundigen het 
streven op alle aanschouwelijke elementen als grondslag 
van het wiskundig gebouw te verwijderen. Zoo wordt het 
continuum en daarmee de theorie der limieten door Dede- 
kind en Cantor op logische wijze ontwikkeld. Meer en 
meer wordt duidelijk, dat de oorsprong der wiskunde op 
zuiver logischen bodem ligt. Doch niet alleen wordt de 
wiskunde tot een onderdeel der logica, van den anderen 
kant wordt de logica mathematisch behandeld. Zoo ontstaat 
een wetenschap, die logica en mathematica ineen doet 
smelten : de logistiek. 

Door deze ontwikkeling blijkt het Kantisch standpunt 
onhoudbaar. Kant had alogische elementen noodig, om de 
werkelijkheidswaarde der wiskunde te handhaven. Daar 
nu blijkt, dat alogische elementen niet aan den opbouw 
van het wiskundig gebouw deel hebben, heeft dit ten 
gevolge, dat de werkelijkheidswaarde en dus het synthetisch 
karakter opgegeven worden. De wiskunde verwordt dus 


1) Ook in den handel verkrijgbaar. Uitgever: A. H. Kruyt, 
Amsterdam. Prijs f 2,—, 
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tot een analytisch bearbeiden van willekeurig gedefiniëerde, 
beteekenislooze symbolen. 

Het is dezelfde oorzaak, die Kant brengt tot het doen 
meewerken van alogische elementen aan het wiskundig 
gebouw en de logistische richting tot haar formalistisch 
standpunt: deze oorzaak is het aannemen van een werke- 
lijkheid, die buiten het denken gereed ligt. Moet de wis- 
kunde een werkelijkheidswetenschap zijn, dan moet zij 
noodzakelijk alogische elementen bevatten, daar anders het 
verband tusschen het zuivere denken en de daar buiten 
gelegen werkelijkheid onbegrijpelijk is. 

Er bestaat echter geen werkelijkheid buiten het denken. 
De logica, en het mathematisch denken is een phase in 
haar ontwikkeling, is de leer van het logisch ontstaan der 
werkelijkheid. De ontwikkeling der wiskundige begrippen 
is een de werkelijkheid bepalend logisch proces. Begrijpen 
wij dit, dan zien wij in, dat het mogelijk is èn de werke- 
lijkheidswaarde, dus het synthetisch karakter èn den zuiver 
logischen grondslag te handhaven. 

De rekenkunde als logisch proces heb ik in het laatste 
hoofdstuk geschetst. Hiervan geef ik nog een kort overzicht. 

De eerste mathematische begrippen zijn: „het eene” en 
„het andere”. Doch „het andere” kan de functie van „het 
eene” overnemen in een andere relatie, die tegenover dit 
relatief eene weer een ander element stelt. Dit proces 
van relativatie der begrippen „het eene” en „het andere” 
kan steeds voortgezet worden en geeft aanleiding tot de 
. vorming der ordinale getals-begrippen: eerste, tweede, 
derde... Het begrip „enzoovoorts” doet deze rij zich 
tot in het oneindige uitstrekken. De zoo gedefiniëerde 
getallen zijn niets anders dan begrippen van ordinale 
verhouding. 

Ieder element der zoo ontstane grondrij kan als relatief 
eerste gesteld worden, het volgende wordt dan het tweede, 
enz. Zoo krijgen de getallen een zekere relativiteit, een 
zekere beweeglijkheid ten opzichte der met hen ontstane 
grondrij. 

d+2=5 wil zeggen: tel tot drie, ga voort met tellen, 
doch neem de 4 als relatieve 1, tel zoo tot 2, het bereikte 
getal in de oorspronkelijke grondrij is 5. 
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Voor de vorming van het begrip „aantal” is het noodig, 
de elementen der grondrij nog losser te beschouwen ten 
opzichte der zich met haar ontwikkeld hebbende getallen. 
De volgorde der elementen wordt hierbij zelfs niet absoluut 
gehandhaafd. Toch is het begrip „aantal’ een concreter 
begrip dan het begrip „ranggetal”. Er wordt niet absoluut 
van het begrip „orde” afgezien, slechts van een bijzondere 
ordening. 

Positieve, negatieve getallen en nul worden ingevoerd 
door de ordinale verhouding te beschouwen, waarin een 
willekeurig element der grondrij staat ten ee der 
andere elementen en zichzelf. 

Met de invoering dezer getallen is de grondrij ook naar 
voren tot in het oneindige uitgebreid. leder element der 
grondrij kan nu relatief de functie der O0 op zich nemen; 
de absoluutheid van het eerste element is daardoor ver- 
vallen. 

De associatieve eigenschap der optelling 

at (b+e)=(atb) He 
volgt gemakkelijk uit de homogeniteit der grondrij. 

Bij de vermenigvuldiging wordt een nieuwe relativeering 
van het getal voltrokken. Het is nu niet de 0, die zijn 
plaats op de grondrij wisselt; de eenheid wordt hier gere- 
lativeerd. 5 X4 wil zeggen: tel tot 5, neem echter daarbij 
telkens 4 elementen der oorspronkelijke grondrij tot rela- 
tieve eenheid. 

2XH3=H6 wil zeggen: neem +3 tot relatieve 
positieve eenheid en voer op de 0 der grondrij met die 
nieuwe eenheid de operatie +2 uit. Het bereikte getal in 
de oorspronkelijke rij is + 6. 

—2X-—3 wil zeggen: neem —3 tot relatieve positieve 
eenheid (de oorspronkelijk negatieve richting der grondrij 
wordt hierdoor dus relatief positief) en voer met die een- 
heid vanaf 0 de operatie —2 uit: het bereikte getal is + 6. 

Het wordt altijd een eenigszins duistere quaestie genoemd, 
waarom + XJ =H en — X-—= +, hoewel de begrippen 


+ en — volkomen reciprook zijn en men dus zou ver- 
wachten — X — —= —, Dit heldert zich op door de volledige 
schrijfwijze : 


230 KAAT TU XS A ODE 
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Het is steeds de positieve eenheid, die zich relativeert, 
de operatie +3 wordt relatief tot + 1. 

Evenals de veelheid zich tot eenheid relativeert, zoo kan 
door een omgekeerde beschouwing de eenheid zich tot 
veelheid relativeeren, de operatie +1 kan relatief als 
complexe operatie + a beschouwd worden; zoo ontstaan 
de breuken en tevens een uitbreiding der LEE tot het 
ordetype der rationale getallen 1. 

In het ordetype n kunnen nieuwe elementen van ordelijke 
verhouding ingevoegd worden, de zoogenaamde irrationale 
getallen. Van den beginne hebben wij de getallen begrepen 
als zuivere verhoudingsbegrippen en wel als begrippen 
van ordelijke verhouding. Omgekeerd moet ieder begrip 
van ordelijke verhouding in het getal uitdrukbaar zijn; 
daarmee is de rechtmatige invoering der irrationale getallen 
bewezen. 

De irrationale getallen worden als „geheel” ingevoerd, 
„door den eisch te stellen van opvulling aller hiaten in het 
ordetype der. rationale getallen. Ze worden dus niet zooals 
de rationale getallen door een zuiver quantitatief proces 
geschapen, de qualiteit blijkt hier onontbeerlijk, ook als 
wiskundige kategorie. 

De Cantorsche transfinite getallen ontstaan door een 
nieuwe relativeering der eenheid; het geheel der natuur- 
lijke getallen wordt daarbij tot nieuwe relatieve eenheid; 
zoo wordt het ordetype w? geschapen en door verdere 
relativeering der eenheid steeds hoogere ranggetallen, in 
aansluiting daaraan steeds hoogere oneindige aantallen, 
zoogenaamde alefs. 

Deze relativeering kan steeds voortgezet worden, is in 
zijn wezen onafsluitbaar, vandaar dat de eisch van afsluit- 
baarheid, gesteld door de vorming van het begrip „ver- 
zameling van alle getallen” een innerlijke tegenstrijdigheid 
bevat, die aanleiding geeft tot het bekende paradox van 
Burali—Forti. 
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Ander bewijs voor de twee voornaamste eigenschappen 
der stereografische projectie > 


DOOR 
J. L. KOK (Rotterdam). 


De twee voornaamste eigenschappen van de stereo- 
grafische projectie zijn : 

1°. de stereografische projectie van een cirkel op den 
bol is in het algemeen een cirkel; 

20. de hoek, waaronder de stereografische projecties 
van twee krommen op den bol elkander snijden, is gelijk 
aan den hoek, waaronder die krommen op den bol elkander 
snijden. 


De bewijzen, die hier volgen, van deze zeer bekende 
eigenschappen, trof ik niet aan in de mij bekende Neder- 
landsche leerboeken, waarom ik gemeend heb, dat het 
aanbeveling verdient, die in dit tijdschrift eens te vermelden. 


De eerste van deze eigenschappen is als volgt te be- 
wijzen. 

Een cirkel op den bol kan worden beschouwd als de 
doorsnede van dien bol met een plat vlak. In de stereo- 
grafische projectie, die is te beschouwen als een bijzonder 
geval van de inverse figuur, is de projectie van den ge- 
geven bol het projectievlak, een plat vlak dus, terwijl de 
inverse figuur van een plat vlak altijd een bol is, waar- 
mede de gegeven eigenschap onmiddellijk is bewezen. 


De tweede eigenschap kan als volgt worden bewezen. 

De hoek, waaronder twee kromme lijnen op den bol 
elkander snijden, wordt bepaald door in het snijpunt P 
raaklijnen te trekken aan die kromme lijnen. De inverse 
figuren van die raaklijnen zijn cirkels, die door het inversie- 
centrum O gaan en elkander dus o.a. in O snijden. Verder 
snijden zij elkander in het punt P’, de inverse figuur van P. 
De hoeken, waaronder die twee cirkels elkander snijden 


1) Zie bladz. 106. 
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in de twee genoemde punten, zijn aan elkander gelijk. 
Zij worden gevonden door in die punten raaklijnen aan de 
genoemde cirkels te trekken. Die raaklijnen in P’ zijn 
tevens raaklijnen aan de inverse figuren van de twee 
kromme lijnen op den bol. De raaklijnen in O aan de 
genoemde cirkels zijn respectievelijk evenwijdig aan de 
raaklijnen in P aan de krommen op den bol. De hoek 
tusschen de raaklijnen in O en dus ook in P’ aan genoemde 
cirkels en dus ook de hoek, waaronder de inverse figuren 
van de twee kromme lijnen op den bol elkander in P’ 
snijden,-is gelijk aan den hoek, waaronder de twee kromme 
lijnen op den bol elkander in P snijden. Daar nu de stereo- 
grafische projectie slechts is een bijzonder geval van de 
inverse figuur, is hiermede de tweede eigenschap bewezen. 


Het bepalen van de centrale projectie van een 
gegeven vlakke kromme 


DOOR 
J. W. N. LE HEUX (Breda). 


S 1. Zij gegeven de centrale projectie P vaneen punt p 
(het vlak van teekening als projectievlak beschouwd, zie 
fig. 1), de sniĳlijn V van het vlak, waarin p ligt, met het 
projectievlak, de vluchtlijn W en de plaats van het pro- 
jectiecentrum (AB, BO). 

Gevraagd: Het punt p met het vlak V op het vlak van 
teekening neer te slaan. 

Analyse: De plaats van het punt p in het vlak V wordt 
gevonden, door het snijpunt te bepalen van de verbindings- 
lijn van het projectiecentrum (loodrecht boven P op een 
afstand —= BO) en ’t punt P met het vlak V, want volgens 
definitie is de centrale projectie P van een punt p het 
snijpunt der verbindingslijn punt-projectiecentrum met ’ 
projectievlak (hier ’t vlak van teekening). Om dit snijpunt 
te vinden, is het vlak H, gaande door PB en | projectievlak 
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(en dat het gevraagde punt bevat) om BP op dit vlak 
neergeslagen. Het projectieceentrum komt dan in E (BE == BO) 
en daar zoowel D als É punten zijn van de vlakken H en 
W (dit laatste // V), zal DE de neergeslagen snijlijn dier 
vlakken voorstellen. Een lijn, door ’t snijpunt d van V en 
BP gaande // ED zal dan de neergeslagen snijlijn zijn van 
de vlakken H en V. De neergeslagen verbindingslijn 
projectiecentrum— punt valt langs EP en dus is e het neer- 
geslagen snijpunt dier lijn met vlak V. Thans is dit punt 
echter neergeslagen om Dd. Het ligt op een afstand eb 
boven het projectievlak, zoodat het, om VV neergeslagen, 
in P, komt, | 


Fig. 1. 


Hiermede is de constructie feitelijk aangewezen, doch 
deze kan eenvoudiger geschieden, door eenige bijzonder- 
heden in de figuur op te merken. P„,,P en het om WW 
neergeslagen projectiecentrum O, liggen nl. in één rechte 
lijn, evenals de punten A, Pen a. Immers AB :ab = BO : 50 
en BP:5P=BE:be, maar BE=BO en be=bo, dus AB: ab 
—=BP:bp, waaruit volgt, dat A, P en ain één rechte liggen. 
Op overeenkomstige wijze wordt het bewijs geleverd voor 
de punten P,,P en O,. Uit een en ander volgt nu de 
eenvoudige 

Constructie: Verbind A met P en richt in ’t snijpunt a 


van AP met V een loodlijn op V op. Het gevraagde punt 
P is dan het snijpunt van deze loodlijn met de lijn OP. 
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S 2, Men vindt in vele leerboeken, o.a. in Badon Ghyben, 
de voorgaande constructie op eenigszins andere wijze uit- 
gevoerd. Door het gegeven punt P worden twee wille- 
keurige lijnen AD en BC getrokken, die bijv. den doorgang 
V in C en D en den doorgang W in A en B snijden. 
P„ wordt dan gevonden als snijpunt van twee lijnen, uit 
C en D getrokken, resp. // O,B en O,A. Wanneer men 
echter in plaats van willekeurige lijnen neemt: de verbin- 
dingslijn PO, en een loodlijn op V, dan wordt de construc- 
‘“ tie iets eenvoudiger, volgt meer onmiddellijk uit de definitie, 
die aan de leer der centrale projectie ten grondslag ligt 
en is beter geschikt, om deze transformatie in algebraïsch 
schrift om te zetten, zooals hierna zal worden aangetoond. 


S 5. In fig.2 zij, evenals in fig. 1, V de snijlijn van het vlak 
van het gegeven punt met het pro- 
jectievlak (vlak van teekening), W de 
vluchtlijn, AB de doorgang van een 
vlak door ’t projectiecentrum loodrecht 
op ’t projectievlak en tevens | V, 
O het om AH neergeslagen projectie- 
centrum (« is de standhoek van vlak 
V met ’t projectievlak) en O, het om 
W neergeslagen centrum. Zij P de 
gegeven centrale projectie, dan vin- 
den we volgens S 1 de plaats van 
’t neergeslagen punt P„, door AP te 
verlengen, tot ze V in a snijdt, in a 
een loodlijn op V op te richten en ’t snijpunt P, te bepalen 
van Geze loodlijn en de lijn PO,. Nemen we AH als X-as 
en W als Y-as aan, stellen we verder AH =a, AO, =b, 
de coördinaten van P «& en y die van Pr «/ en 4’, dan 
vinden we uit A AHa: 


Fig. 2. 


y:y=x:a of yd 
en uit A QP,O,: 
gig =(b—a):(b—a), 


; ab 
waaruit: a =bH- Arnes 
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Kiezen we nu de plaats van O, zóó, dat b=— a, dan 
nemen deze formules den eenvoudigen vorm aan: 
DAE 4 y=a ee (I) 
x b ] xc . . . . Ld hd 


De genoemde beperking beteekent voor de kromme slechts 
een translatie langs de X-as. 


S 4, De hier besproken transformatie werd reeds toege- 
past door Newton, zij het dan onder eenigszins anderen 
vorm. In de Principia, Jste Boek, Hoofdstuk V (Duitsche : 
bewerking van Prof. Dr. Wolfers) bespreekt hij „het ver- 
vormen van figuren in andere van dezelfde soort’ en 
gebruikt daartoe de volgende constructie (Fig. 3). 

De te vervormen figuur zij 
HGI. Trek twee willekeurige 
evenwijdige lijnen AO en BL, die 
een derde, in stand gegeven lijn 
AB in A en B snijden, trek ver- 
der uit een willekeurig punt G 

gn | van de gegeven figuur GD // OA 
a tot ze AB in D snijdt. Verbind 
een willekeurig punt O van AO met D, het snijpunt met 
BL zij d. Trek door d eene lijn gd, die met BL een gege- 
ven hoek maakt en bepaal g zóó, dat gd: Od =GD:OD 
(deze constructie wordt in de aanteekeningen verklaard), 
dan is g het punt van de nieuwe figuur hgi, dat met G in 
de gegeven figuur correspondeert. Stel DG =y, dg = 4’, 
AD ==, ad==a/, noem O de pool, OD de snijdende straal, 
OA de eerste toegevoegde straal, Oa (// AB) de nieuwe, 
dan is 

ad. OA Od: OD = dir DE: ad: OA ==AB: AD, 


dus: Ap —C4-AB en pg = 20 
ad ad 

of : L= Di — EE 
x x 


Men ziet, dat hier als resultaat de formules van $ 3 
gevonden worden. Newton gebruikt ze daarna o.a. om een 
kegelsnede te construeeren, gaande door twee gegeven 
punten en rakend aan drie gegeven lijnen of gaande door 
één gegeven punt en rakend aan vier gegeven lijnen. 
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S 5. Bij de constructie kunnen de navolgende opmer- 
kingen van dienst zijn : 

a. voor punten, op de X-as gelegen, wordt alleen de 
formule xa/—=a? gebruikt — de abscissen worden dus ge- 
transformeerd door een vierde evenredige te construeeren; 


b. Uit de formule volgt: D= Se dus onafhankelijk van 


x, d.w.z. punten met gelijke ordinaten liggen na transfor- 
matie in dezelfde richting. Deze betrekking is wederkeerig, 


want ook is d =S; 
x da 

c. punten van de lijn V blijven op hun plaats; 

d. punten S van de lijn W verdwijnen in ’t oneindige 
in eene richting, die wordt aangewezen door de lijn 0,5; 

e. overeenkomstige raaklijnen (in ’t algemeen snijlijnen) 
snijden elkander op V. De raaklijnen in het punt P en 
t getransformeerde punt P,„, liggen blijkbaar in het vlak 
Z,, dat volgens PP, den kegel met het projectiecentrum 
als top en de beide vlakke krommen (gelegen in de vlak- 
ken Z, en Zj) als richtlijnen, raakt. Het snijpunt dier 
raaklijnen zal liggen in ’t snijpunt van de vlakken Z,, Zs 
en Z; of in ’t snijpunt van ’t raakvlak Z, met V (snijlijn 
van Z, en Z3). 

f. Een raaklijn uit O, aan de gegeven kromme zal ook 
de getransformeerde raken. 

Door middel van deze gegevens zal men van een vlakke 
kromme gemakkelijk en nauwkeurig de centrale projectie 
kunnen bepalen. 

Voor uitvoeriger behandeling van dit onderwerp zij ver- 
wezen naar het Leerboek der Beschrijvende Meetkunde 
van Prof. Dr. H. de Vries, deel 1. 


S 6. Als voorbeeld van het bepalen van de centrale 
projectie eener tweedegraadskromme kiezen wij een cirkel 
M, die in het punt O aan de lijn W raakt (fig. 4). W wordt 
gekozen als Y-as, OM als X-as; verder is OO, = OE =a. 
Volgens 8 4d is het raakpunt het eenigste punt, dat in de 
richting van de X-as in ’t oneindige verdwijnt; b is de 
projectie van B, bepaald volgens $ 4a door middel van 
evenwijdige lijnen uit B en E,‚ die hier niet getrokken zijn. 
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De projectie a, van A, is gevonden, door A, met O, te 
verbinden en het snijpunt a, te zoeken van deze lijn met 
de loodlijn, in D (het snijpunt van EA, met V) op V opge- 
richt. Verbindt men a, met H, waar de raaklijn in A, aan 
den cirkel getrokken, V snijdt, dan is deze verbindingslijn 
de raaklijn in a, ($ 4e). De raaklijn uit O, aan den cirkel 
is hier niet getrokken ($ 4f). A, is een punt, dat dezelfde 


Fig 4, 


ordinaat heeft als A,‚; de projectie er van is a,, dat in de 
lijn Oa, ligt ($ 46) en tevens in de lijn O,A,. De raaklijn 
in a, wordt op overeenkomstige wijze bepaald als die in a. 
Merkt men nu nog op, dat de getransformeerde kromme 
moet gaan door de punten C en K (8 4c), dan is haar 
beloop reeds aan te geven. Ze heeft geen asymptoot, daar 
de raaklijn in de projectie van O twee oneindig verre 
punten heeft, nl. haar raakpunt en haar snijpunt met V 
(dat samenvalt met ’t snijpunt van V en W) en dus geheel 
in ’t oneindige ligt. Zooals bekend is, wordt de centrale 
projectie van een cirkel in den gegeven stand een para- 
bool, wat ook blijkt uit de formule. Wanneer de cirkel nl. 
gegeven is door #=r(l + cos ?2p), yY=rsin?2p, dan vindt 
men voor de getransformeerde coördinaten : 
a? 2 a? 4 

dm ares Inter et 1): 
ay _ Zar sin p Cos p 
© 2reos?p 


y= —atgp, 


of in cartesische coördinaten: 4’? =?2ra’ —a?. 
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225) 


De parameter is blijkbaar gelijk aan de middellijn van 
den cirkel. 


8 7. Een interessante toepassing van de besproken con- 
structiemethode is het onderzoek naar de verschillende 
vormen, welke een derdegraads kromme kan aannemen. 
Ek 
PY 
parametervorm: # =p (cotg o — sin 2w) ; y =p cos 2w (fig. 5). 


Wij kiezen hier als voorbeeld de lijn 5 of in 


Fig. 5. 


De vluchtlijn W is weer als Y-as, de lijn OA als X-as 
gekozen; verder is O,A=NA=a. De gegeven kromme 
is als volgt geconstrueerd : 

Nadat de cirkel #@=— p sin 2p, y =p cos ?2p in een aantal 
gelijke deelen is verdeeld, zijn de cotangenten der halve 
middelpuntshoeken in de overeenkomstige deelpunten even- 
wijdig aan de X-as uitgezet. (Wisk. Tijdschrift, Jg. VIII, bladz. 
14.) De eindpunten vormen de bekende lus, die de raaklijn in 
L aan den cirkel evenwijdig aan de X-as tot asymptoot heeft. 

Deze gegeven kromme snijdt W in A en C, welke punten 
in ’t oneindige verdwijnen, resp. in de richting O,„A en 0,,C. 
De raaklijnen in de oneindig verre punten worden gevonden, 
door vanuit K‚, K, en H, waar de raaklijnen in A en C 
aan de kromme de lijn v snijden, lijnen evenwijdig aan 
resp. O,A en O,C te trekken. De centrale projectie heeft 

Wiskundig Tijdschritt, 12e Jaargang. 15 
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dus 3 asymptoten, waarvan twee evenwijdig zijn als gevolg 
van het dubbelpunt A; zij gaat verder door D. De punten 
B, en B, met dezelfde ordinaat komen na transformatie in 
b, en b,, die met den oorsprong op één rechte liggen. 
Aangegeven is nog de constructie van de projectie e van E. 
De raaklijn uit O, aan de gegeven kromme raakt ook de 
getransformeerde. Deze blijkt ten slotte te bestaan uit 
twee hyperbolische takken en een tusschengedeelte, dat 
een buigpunt in A heeft. 

Men ziet uit deze constructie tevens, hoe de transformatie 
van een cirkel plaats heeft, als deze met een middellijn 
langs W valt. De lus AB, CB, toch geeft de beide takken, 
waarvan b, en b, punten zijn. Deze takken zullen een 
hyperbool vormen, als de lus een cirkel is; de evenwijdige 
asymptoten door K,‚ en K, vallen dan in de X-as samen. 

Men moet bij een dergelijke redeneering echter voorzichtig 
zijn, want de conclusie, dat een kromme van den vorm 
DAE dan, getransformeerd, het overschietende deel met 
het buigpunt A zal opleveren, is foutief, omdat bij de derde- 
graadskromme van den vorm DAE de raaklijn in het 
keerpunt met de Y-as samenvalt en dus tegelijk met het 
punt A in ’t oneindige verdwijnt. 

Het verkregen resultaat blijkt weer uit de formules, 
welke, uitgaande van eene parametervoorstelling, een 
gemakkelijk middel blijken te zijn, om de centrale projec- 
tie eveneens in parametervorm te vinden. Immers, uit 
x=p(cotgo—sin2p); y==peos?p volgt: 

„a Al sin.p at in (Zp) 
_peCospeCos Dn 
__ a? sin 2pcosp — COS 2p sin p 
KEN COS @ COS 2 
VPE p COS 2 
ITA TE peotg Cos 2 


e(t — tg) 


=atgp. 
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Nog iets over de astroïde 


DOOR 
Dr. P. VAN GEER (Den Haag). 


In mijn opstel: Naar aanleiding van een bekend vraagstuk 
(bladz. 170—182) wordt gehandeld over de astroïde, doch 
slechts als hulpmiddel ter oplossing van hèêt gestelde 
vraagstuk. 

Daarbij werd vermeld, dat deze kromme geen onbekende 
is, maar in de werken van LORIA, TEIXEIRA en WIELEITNER 
wordt behandeld. 

Intusschen komt zij daar voor op een ander coördinaten- 
stelsel, dus ook met andere vergelijkingen. Zij wordt dan 
genoemd: scheeve astroïde, een benaming, die mij onjuist 
voorkomt; men zou met evenveel recht een ellips een scheeve 
cirkel kunnen noemen. Immers, door aan de ellips gelijke 
assen te geven, gaat zij over in den cirkel, evenals de 
zoogenaamde scheeve astroïde, door haar gelijke assen te 
geven, in een regelmatige astroïde overgaat. — 

Onze figuur (voorkomende op bladz. 175 en 228) heeft 
blijkbaar niets scheefs, noch onregelmatigs; zoo blijven wij 
haar astroïde noemen, die bij gelijke assen overgaat in de 
welbekende hypocycloïde met vier keerpunten. 

Dit geeft mij aanleiding thans, met terzijdestelling van 
het genoemde vraagstuk, op de kromme zelf, die zich door 
fraaien vorm en merkwaardige eigenschappen onderscheidt, 
terug te komen, ten einde deze eigenschappen nader in 
het licht te stellen. Hoewel meerendeels niet: onbekend, 
worden zij hier op veel eenvoudiger wijze dan bij de ge- 
noemde schrijvers afgeleid. Zoo achtte ik het niet ondoel- 
matig, thans de kromme met haar eigenschappen nogmaals 
onder de aandacht der lezers van dit tijdschrift te brengen. 

Slechts wensch ik nog op te merken, dat in mijn vroeger 
opstel het vraagstuk niet was een gevolg van de studie 
der kromme, maar omgekeerd de algebraïsche oplossing 
van het vraagstuk mijn aandacht deed vallen op de kromme, 
zoodat het verband slechts werd gelegd om een meetkundige 
beteekenis aan deze oplossing te geven. 
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De hier bijgevoegde figuur is dezelfde als die, welke 
onder fig. 3 in mijn vorig opstel werd opgenomen. 


y 


Daarin is KLK’L/K de astroïde, omgeven door haar ont- 
wondene, zijnde een hypocycloïde met vier keerpunten. 

Op het rechthoekige stelsel XOY zijn de vergelijkingen 
der astrofde (zie dt (4) bladz. 172): 


L= gg (COS? p J- COS? a) Sin p | 


sin DE 


(1) 


len ze (sin? p + sin? «) COS p ps 


Hierin is © de veranderlijke parameter, zijnde de hoek, 
dien de raaklijn met de X-as maakt. : 

a is /AOX, dat is de halve hoek AOB. 

c is de standvastige rechte, die zich tusschen de beenen 
van ZAOB beweegt en door haar beweging de kromme 
doet ontstaan. 

Verder werd gevonden OA 113) 


OC == cot « | 


rt 
c Í . . . . . hd (2) 
OD =b= 3 tg a | 
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Wij zullen nu de constanten c en « door de halve assen 
a en b vervangen. 
Uit (2) volgt: 


CIW ab: 
0 5 b Pr he dens 
SI 24% == 2 ab 
db 


Door substitutie dezer waarde in (1) wordt: 
x=—=sin ep [(2a Jb) — (a + b) sin? 0] | (3) 
y= eos pl(a + 2b) — (a + b) cos°p] 

Eliminatie van w uit deze vergelijkingen geeft de verge- 
lijking van den 6den graad in & en y, voorkomende in de 
noot op bladz. 172. 

De kromme is dus van de 6de orde en van de 4de klasse, 
omdat, zooals daar is aangetoond. uit een willekeurig punt 
hoogstens 4 raaklijnen aan de kromme getrokken kunnen 
worden. 

Uit de verg. (3) blijkt, dat de kromme is unicursaal en 
symmetrisch ten opzichte van beide coördinaten-assen, 
zoodat O middelpunt is. 

Kromming. 
« __ Uit (3) volgt: 


dec 


ÍE= cos (Ba + D— 3(a HD) sing 
gl sin pl(a +2) —3(a Hd) cost #1 
== sin p [(2a + b) — 3 (ad + b) sin? op), 
gevende: 
p= (a HD Bla Hi sint). ee 6) 


waarin e den kromtestraal voorstelt. Blijkbaar kan de 
kromtestraal nooit oo worden, zoodat geen buigpunten voor- 
komen. 

Voor p=0 volgt voor den kromtestraal in de toppen 
D en D’ (in volstrekte lengte): 

pi, =datb; 
en voor p=5 voor den kromtestraal in de toppen Cen C’: 

Pa —a 2D. 
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Alle kromtestralen zijn naar buiten gekeerd. 
e=0 voor: 

2a + b 
3 (a+ b)' 
Voor deze waarde ontstaan de keerpunten K en L. 
Noemen wij ò de waarde van p voor deze punten, dan is: 

2a Hb a+ 2b Ja + b | 
Bla CSL Er 
waaruit volgt, aangezien a>)b: 


ted > 1 en De 
Door substitutie der waarde van ò voor pin de verge- 


lijkingen (3) verkrijgt men voor de coördinaten (x, y‚) der 
keerpunten : 


sin? = 


sin? ò == 


2a +5 ): 
(a + b) | 
ve tlatd (aen) 


OK est yd=2 V(EEEEE) 0 


mma (aat (6) 
6 


waaruit volgt: 
’ OK ja,0f OKT 00 

In de figuur is de straal van den kleinen cirkel a + b, 
en de straal van den grooten cirkel 2 (a + b). 

Van de hypoecycloïde is: 

boog YK = YD =2a + bb, 
boog XK = XC =a + 2b, 
boog YX =YD J- XC =3(a + b). 

Dus de geheele lengte dezer kromme 12 (a + b) of 6-maal 
haar parameter, hetgeen met een bekende eigenschap 
der kromme overeenstemt. 

Zij KOX == y, dan is: 


Ys _ (a+ 2b 8 
zoodat Arn en ek Ee 


1) Ea niet, gelijk door een druk- of stelfout op blads. 174 


Na ern 
regel 8 v,‚,o. is aangegeven, ò > DE 
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Rectificatie. 
Uit (4) volgt voor de astroïde : 
ds — [(2a + b) — 8 (a + b) sin? zl do, 
gevende door integratie: 
De Ee 5 en sian 
waarbij s=0 voor p=0 is genomen. 
Hieruit volgt voor p=ò: 
a—b 


boog DK = — ò+i(a + b) sin 20 4e gE 


Bin p COS | RR) 


v/e 
Door de grenzen van @ tusschen 5 en ò te nemen, wordt 


boog CK = — sg En 3) + 3 (a + b) sin 2d. 
Hieruit volgt: 
boog KL’=2 boog DK — (a —b)8 + 3 (a + b) sin 23 


boog KL —2 boog CK — la 5 —2) 4 Ka +0) sin23, 
gevende voor de geheele lengte der kromme d: 
|= 2(boog KL/+ boog KL)= 2(a—b)( 23 — 5) 4 3(a+b) sin 23 


=a- (5) AW (2a Hb) (a 2). . (10) 


Schrijvende (4) en (8) in de gedaanten: 
2o = (a —b)—3 (a+ b) cos Zp | (Li) 
| As =(a—b)2p +3 (ab) sin 2p 
dan ontstaat door eliminatie van 2p de „natuurlijke verge- 
lijking” der krommen, zijnde de betrekking tusschen oen s. 
Doch beter is het, de vergelijkingen in de gedaante (11) 
te houden, waarbij 2p den veranderlijken parameter voor- 
stelt. Deze vergelijkingen komen dan overeen met die der 
verlengde of verkorte cycloïde. !) 
Voor a=b gaat, gelijk gezegd, de astroïde over in de 
hypocycloïde met 4 keerpunten. 
De vergelijkingen (11) worden dan: 
e= -— da COS 2p 
2s = + 3a sin 2o, 
gevende de betrekking : 


1) Zie mijn Leerboek der Analytische Meetkunde, IL bladz. 
227 (6). 
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2? + (25)? =(3a)?, 
zijnde de „natuurlijke vergelijking” der laatstgenoemde 
kromme. 
Quadratuur. 
Het oppervlak der astroïde wordt bepaald door: 
BR [vas == [eos*p (a 4-26) — (a + b) cos°p] [Za + b) 
— (Ba + b) sin? op] do 


=d (at pj: [cos*p sin?’ dp — (atb) (att fcosto do 
Elaa) | sin?p cosp de d- (at 20e | do 


Al deze integralen kunnen in goniometrische en cyclo- 
metrische functies van p worden uitgedrukt. 


ve XK 
Nemen wij ze beg: de grenzen — en 0, dan wordt: 


2 
dermee, rme 
8 2 
Za +0) +800 | vn 


Het geheele oppervlak der rn is dus: 
1(UDKCO) =O (KLK/L/K) = 5 | (a+)? + gab |. « 13) 


Stellen wij dit oppervlak == JE dan is: 


r=y[ 2 OE ol A 


en het oppervlak der kromme is gelijk aan het oppervlak 
van een cirkel met den straal 7. 

Aldus zijn voor deze kromme alle grootheden, welke op 
haar kromming, rectificatie en quadratuur betrekking heb- 
ben, bepaald, zonder gebruik te maken van hoogere functies 
dan goniometrische en cyclometrische. 


Ten slotte zullen wij dit met een getallenvoorbeeld toe- 
lichten. 

Zij, gelijk bij de constructie der figuur is aangenomen, 
tantas= A sen OD hast dann Gen 

Verder wordt nu: 
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c=OR=6; OS ==straal kleinen cirkel = 10, 
OX=0OY=straal grooten cirkel = 20, 
a=/ AOX =18° 26’, dus / AOB = 2a = 360 52, 
AKRON y= 23040 KOA == ya De 20. 
Volgens (5) is: 
tgd=lVi, gevende: dà =b520 44/, 


dus: gd 1G 
In lengte-eenheid uitgedrukt is: 
909206; 5 — —0,6502. 


Volgens (6) zijn de coördinaten van het keerpunt K: 
Grt AARDS y, == 4,44, 


gevende : OKses 
De kromtestralen in de toppen zijn: 
id oe td 


Volgens (10) is boog KL/’—= 218215 
en boog KL == 9,2551, 
gevende volgens (11) voor de geheele lengte der kromme: 


L 602:1532, 
Volgens (12) is het oppervlak der kromme: 
O == 67,545. 


Het oppervlak van den rechthoek, waarvan de vier 

keerpunten de hoekpunten zijn, is: 
doen td 020 

De verhouding van het oppervlak der kromme tot dat 
van dien rechthoek is 0,577, dus iets meer dan een derde. 

De lengte der in de EEE geteekende hypocycloïde 
is Pladb)=6.0X==120 
en haar oppervlak =D dr. 

De straal van den cirkel, die gelijke oppervlakte heeft 
met de astroïde, is 4,637 ; en de straal van den cirkel, die 
gelijk oppervlak heeft met de hypocycloïde, is 12,247, 

Deze beide oppervlakken verhouden zich dus als 
(4,637)? : (12,247)? = 0,1438 ; terwijl het oppervlak der hypo- 
cycloïde het ste deel is van den om deze kromme beschre- 
ven cirkel, zijnde weer een bekende eigenschap. 
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Het planetarium van Eise Eisinga. 


Er waren vroeger een paar gedeelten in ons land, waar 
de bevolking in kaar geheel een bepaalden aanleg voor 
wiskunde scheen te hebben; daartoe behoorde een gedeelte 
van Friesland. 

In die omgeving leefde de wolkammer Eise Jeltes Eisinga, 
den maker van een planetarium, dat aan velen welbekend 
is door mededeeling, maar door weinigen is gezien. 

Het bevindt zich in de achterkamer van een huis in 
Franeker. 

Het raderwerk bevindt zich tusschen de zoldering en 
den vloer van de daarboven gelegen ruimte; de raderen 
zijn van hout met iĳzeren pennen, en loopen op rollen. 

De planeten met hun banen om de zon (behalve de toen 
nog niet bekende planeten Uranus en Neptunus) zijn afge- 
beeld. Om de baan van Saturnus, de verst verwijderde 
planeet, zijn nog twee cirkels aangebracht. Op den klein- 
sten staan de namen en de teekens van de sterrebeelden 
van den dierenriem; een wijzer duidt de plaats aan, welke 
de zon schijnbaar tusschen die beelden inneemt. 

Op den grooten cirkel zijn de maanden en dagen van 

het jaar aangegeven. 
„De planeten worden voorgesteld door vergulde bollen. 
Zij zijn bevestigd aan staafjes, die door de zoldering heen 
steken, en bewegen in cirkelvormige gleuven. De zon en 
de maan hangen aan draden. 

De vijf kleine cirkels nabij den wand stellen voor, van 
rechts naar links: 

le. de lichtgestalten der maan, nl. nieuwe maan, eerste 
kwartier, volle maan, laatste kwartier en twintig tusschen- 
gestalten. De wijzer gaat eenmaal rond in 29 dagen, 12 
uren en 44 minuten. 

2e. de plaats van den klimmenden knoop der maan op de 
ecliptica (d.w.z. van een der punten, waar de maanbaan de 
ecliptica snijdt). De wijzer loopt eenmaal rond in 18 jaren, 
228 dagen, 4 uren, 52 minuten, 3 seconden. Aan den omtrek 
zijn die teekens van den dierenriem aangebracht. 


Het planetarium van Eise Eisinga te Franeker. 


zh 
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3e. Dagen der week, en wren van den dag. Behalve de 
dagen der week zijn ook de teekens van de hemellichamen 
aangebracht. De wijzer draait eenmaal in de zeven dagen 
rond. In een sleuf van dezen cirkel wordt hêt jaartal 
aangewezen. In den nacht van 31 December op 1 Januari 
verandert dit. Telkens na een zeker aantal jaren moeten 
nieuwe jaartallen worden geschilderd. 


4e. Grootste afstand van maan en aarde. Een wijzer 
draait eenmaal rond in 8 jaren, 311 dagen, 8 uren, 34 mi- 
nuten; hij wijst het sterrebeeld van den dierenriem aan, 
waar het verst van de aarde verwijderde punt van de 
maanbaan zich bevindt. Langs den omtrek staan de tee- 
kens van den dierenriem. 


be. Lengte van de maan, d. w.z. de afstand langs de eclip- 
tica, gemeten van het punt Aries (lentepunt) af tot den 
door de maan gedachten grooten cirkel loodrecht op de 
ecliptica. Een wijzer loopt met veranderlijke snelheid 
eenmaal om in 27 dagen, 7 uren, 43 minuten. Ook hier 
staan langs den omtrek de teekens van den dierenriem. 


Boven de kasten en de bedstede (die zich achter de gor- 
dijnen bevindt) zijn nog vijf cirkels en twee cirkelsectoren. 
Van rechts naar links geven die aan: 


le cirkel: Ondergang van de maan. De cirkelis verdeeld 
in 12 uren; elk uur in kwartieren. De wijzer draait in 
29 dagen, 12 uren, 44 minuten éénmaal rond, en wijst elken 
dag aan, wanneer de maan dien dag ondergaat. 

2e cirkel: Afstand van de maan van den klimmenden knoop. 
Langs den omtrek staan de romeinsche getallen 0 tot XI, de 
gewone getallen 1 tot 30, en een verdeeling in 560 graden. 
Een groote wijzer wijst de 12 romeinsche getallen aan, een 
kleine wijzer de graden; de groote wijzer beweegt zich 
twaalf maal zoo snel als de kleine; deze laatste gaat één- 
maal rond in 27 dagen, 5 uren, 54 minuut 

le sector: Zonsondergang. Een wijzer wijst den geheelen 


dag aan, wanneer de zon dien dag ondergaat. Alleen de 


tijden van 8 uur 38 minuten tot 8 uur 22 minuten zijn aan- 
gegeven. Dit zijn de uiterste tijden, die bij zonsondergang 
kunnen voorkomen. 
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de cirkel: De schijnbare dagelijksche beweging van zon en 
sterren, en de schijnbare jaarlijksche beweging van de zon. 

2e sector: Zonsopgang. Gelijk aan den len sector. 

4e cirkêl: Afstand van de maan van het verste punt. Inrichting 
als bij den Zen cirkel. De kleine wijzer draait éénmaal 
rond in 27 dagen, 18 uren, 18 minuten, 84 seconden. 

De cirkel: Opgang van de maan. Inrichting als bij den 
len cirkel. De wijzer wijst elken dag aan, wanueer dien 
dag de maan opkomt. 


Een nieuwe mathematische stichting in Zweden. 


Ld 


De correspondent der N.R. Ct. te Christiania schrijft 
22 Maart 1916: 

De bekende Zweedsche mathematicus professor Mittag- 
Leffler heeft, bij gelegenheid van zijn 70sten verjaardag, 
in overleg met zijn vrouw besloten, dat beider geheele 
vermogen na hun dood aan een stichting zal komen, die 
den naam zal dragen van: „Mathematische stichting van 
het echtpaar Mittag-Leffler”, met de bedoeling om daar- 
mede de mathematische studies in de vier Noordsche lan- 
den: Zweden, Denemarken, Finland en Noorwegen te be- 
vorderen. 

Men wil dit doel bereiken door het uitdeelen van 
stipendia en premiën aan zoowel mannelijke als vrouwelijke 
beoefenaars der mathematische wetenschap in het Noorden. 
Er zal voorts ten minste eenmaal in de zes jaar een be- 
looning uitgedeeld worden voor ontdekkingen op het gebied 
der zuivere mathematica, ongeacht de nationaliteit van den 
ontdekker, terwijl daarbij evenmin de voorrang zal geschon- 
ken worden aan burgers van de Noordsche landen. Deze 
belooning zal bestaan uit een kunstvaardig uitgevoerde — 
groote gouden medaille, benevens een adres en een ver- 
zameling van de „Acta Mathematica (het door prof. Mittag- 
Leffler in 1882 opgerichte mathematische tijdschrift). Zijn 
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groote bibliotheek blijft in zijn villa op Djursholm bij Stock- 
holm, maar staat ter beschikking van mathematici. 

Het bestuur der stichting zal bestaan uit de Zweedsche 
leden le kl. voor zuivere mathematica der Kon. Akademie 
van Wetenschappen, alsmede voor hun leven uit prof, 
Ivar Fredholm en prof. N, E.‚ Nörlund. In het testament 
wordt ten slotte vermeld, dat het instituut Pasteur te Parijs 
hem en zijn vrouw voor deze stichting tot voorbeeld heeft 
gediend. Als een bewijs, hoe hoog prof. Mittag-Leffler de 
mathematische wetenschap stelt, wat intusschen begrijpelijk 
is, voegt hij er in zijn testament nog het volgende aan toe : 
„Ons testament kwam tot stand, in de levendige over- 
tuiging, dat een volk, waar het mathematisch denken niet 
hoog gewaardeerd wordt, nooit in staat zal zijn om de 
hoogste beschavingsvraagstukken op te lossen, en daardoor 
het aanzien te kunnen genieten van de volkeren onderling, 
wat op den langen duur een werkzaam middel wordt om. 
onze stelling naar buiten op te houden, en om ons recht 
te handhaven tot het leven van ons eigen bestaan.” 


Verslag van een Mondeling Examen Kr. 


Het waren niet zoozeer op zichzelf staande vragen, het 
een knoopte zich aan het andere vast. 

Voornamelijk werd mij gevraagd naar de evenwichts- 
voorwaarden voor een stelsel krachten in een plat vlak. 
Dit werd tamelijk precies afgevraagd; hoeveel vergelij- 
kingen men daarbij krijgt, enz. Als toepassing : een staaf, 
zonder gewicht gedacht, steunend tegen een muur, en 
rustend op een pen, terwijl aan het vrije uiteinde een last 
is opgehangen. Welke stand nu die staaf zou innemen ? 
Verondersteld geen wrijving 

Behalve de manier van wat men noemt het „vrij maken” 
van de staaf, dus het vervangen van muur en stang B, 
door reacties, werd ook de kennis verondersteld van de 
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methode of leer der „virtueele” bewegingen, d. w.z. alle 
mogelijke bewegingen, die de staaf „zou kunnen” maken, 
stuk voor stuk tot een vergelijking te brengen ; bijvoorbeeld 
de staaf zou in zijn langsrichting verplaatst worden door 
ontbondenen van de krachten, die op de staaf werken 
volgens zijn lengterichting; die beweging heeft niet plaats, 
dus is de algebraïsche som dier ontbondenen =0. Zoo 
voor elke beweging een vergelijking. 

Daarna kwam ter sprake het traagheidsmoment — ach- 
tereenvolgens ten opzichte van een vlak, van twee vlak- 
ken, loodrecht op elkander, dus van hun snijlijn, en ten 
opzichte van drie loodrechte vlakken, en van ’t snijpunt 
daarvan. | 

Vervolgens werd over wrijving gesproken: over het al 
of niet juiste van ’t vervangen van de wrijvingscoëfficiënt 
door de tangens van een hoek, respectievelijk of het 
mathematisch juist was, en hoe het eigenlijk verklaard 
wordt, dus hoe de wrijvingshoek in de figuur ontstaat. 

Verder: wanneer een lichaam op een hellend vlak ligt, 
en er werkt een kracht op, dan zal, al is die kracht nog 
zoo groot, geen verplaatsing verkregen worden, zoolang 
de lijn, die de richting der kracht voorstelt, ligt binnen 
den „wrijvingskegel". | 

Ten slotte werd het „hellend vlak” als middel tot het 
verplaatsen van lasten, bij den vijzel toegepast, besproken. 
Het was het gewone stel vragen, hoe de schroeflijn ont- 
staat, enz. 


Fort Velzen, bij Beverwijk. Tak. 
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Boekbespreking, 


Annuaire pour lan 1916. Publië par le bureau des 
longitudes. 

Paris, Gauthier-Villars, 1 fr. 50. 

Dit bekende jaarboekje, op tijd verschenen, bevat dit 
jaar natuurkundige en scheikundige gegevens en als bij- 
zondere opstellen: | 

La pression barométrigue moyenne et le régime des 
vents en France, par M. Bigourdan. 

Notice sur le Commandant Guyon, par M Emile Picard. 


H. J. C. C. EirLBRACHT, ci. De evenredige verdeeling der 
zetels in de vertegenwoordiging, en het verslag der staatscom- 
missie voor evenredig kiesrecht. 

Arnhem, S. Gouda Quint, 1916. 

Beginnende met een kritiek van de samenstelling van 
de Staatscommissie voor EÉvenredige Vertegenwoordiging, 
en van het verslag dier Commissie, bespreekt de schrijver 
verschillende methoden voor evenredige verdeeling, en 
geeft daaromtrent berekeningen. Aan het eind geeft hij 
voorbeelden van verdeeling volgens de verschillende 
methoden, toegepast op de zetelverdeeling voor de Tweede- 
Kamerverkiezingen van 1913. 


Dr. U. EMMERICH. Aufgaben zu den Grundlehren von den 
Koordinaten und den Kegelschnitten. 

Essen. G. D. Baedeker, 1915, 1 M. 40 

De Duitsche middelbare scholen gaan verder dan de onze 
in wat betreft kromme lijnen. Waar wij ons tot den cirkel 
bepalen, nemen zij ook nog de kegelsneden in den leer- 
gang op. Het hier vermelde boekje valt dus buiten het 
gebied der hoogere burgerscholen, maar kan van nut zijn 
voor gymnasia en voor hen, die iets geleerd hebben van 
analytische meetkunde. 
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Het begint met opgaven, die men ook tot de graphische 
voorstellingen kan rekenen. Bij een aantal vraagstukken 
zijn wenken gegeven. | 


J. HEERINGA. De trisectie van een scherpen hoek. 

Groningen, P. Noordhoff, 1915. f 0,90. 

Hoewel bewezen is, dat de verdeeling van een hoek in 
drie gelijke deelen niet uitvoerbaar is met passer en liniaal, 
maakt de heer H. zich de illusie, dat hij een oplossing 
gevonden heeft. In No. 9 van zijn 28 fraai uitgevoerde 
teekeningen geeft hij zijn constructie voor een hoek kleiner 
dan 45°. 

Nu kan dadelijk worden aangetoond, dat die constructie 
voor een hoek van 22! ° geen juiste uitkomst geeft; daar- 
uit blijkt, dat er een onjuistheid schuilt in de beschouwingen 
van den heer H. 

De constructie is de volgende: | 

Zij gegeven Z BCA =3a (hier 22}° genomen). Trek BC 
LAC; beschrijf op AC als middellijn een halven cirkel; 
maak ZACD=45° —3a (dus hier ook 2249); verbind het 
punt D, waar CD den cirkelomtrek snijdt, met B; de lijn 
DB snijdt den cirkelomtrek in E; trek EA en EC; deel 
EC loodrecht middendoor door de lijn FG; beschrijf uit A 
een cirkelboog met straal AB, die FG in G snijdt; dan zou 
ZEAG twee derden van Z BAC moeten zijn, dus 15°. 

Door een berekening zal nu echter blijken, dat Z EAG 
niet gelijk 15° is. 

Voor elke waarde van 3a is Z DAB =45°, want 

DRA == 450 ren ZADEN 
Is ZADB =b? en /EAG =x°, dan is 
b={(bg AD — bg EP), 
dus bg EP = 90° — 6a — 2b, 
en Z EAP =45° — 3a — b, 
LEAC == 450 =b. 
EG =2AE sin 5 z, FG = EG sin 4 x 
tor AE Sins a 
EF = 2AE sin 4 @ cos 3 « 
EC =2EF, 
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dus: 2AE sin # = AE tg (45° — b), 
waardoor 2sinx=tg (45° — b). 
Trekt men BS | DC, dan is 
BS = BR sin 45° = DS tg (45° — b), 


HS vn ee 
zoodat DS sin 45° —= 2 sin x. 


De grootte van BR en DS wordt als volgt gevonden: 
DA = AC sin (45° — 34) = DR 


ARD Ai B 
Arn 
COS Ba 
BR=AB—AR 
ar AG AC si ï 3 
Sn sin (45° — 3a) X VZ. 


Wanneer dus 3a —=224° is, en AC/ wordt genoemd, dan is 
AD DORE LSI 22500 
pees tb lee: 1 1 0 
EET lsin224® X V/2 
l 
cos 224 0 ger 
U 
—_2eos 220 
BS = BR sin 45°, maar ook —= 2 DS sin pe, zoodat 
BR sin 45° = 2 (DR + RS) sin x 
l ME AEN EN EET TEGE 
9 GOS 22} 0 XV 2=2sin a (lsin 224 roo velie 
V2=4sina(2sin 22; 0 cos 225 0 + eos 459%) 
V2=4sin xe (sin 45° cos 45°), 
dus: sm === 0D, 
terwijl sin 15° =0,2588. 


BR 


11/2 X sin 45°) 


C, KREDIET. Rekenkunde. 

Leiden, A. W. Sythoff’s Uitgevers-Maatschappij, 1915, f 2,90. 

Als er voor één vak een boek hoog noodig was, dan was 
het zeker wel voor de Hoogere Rekenkunde. Wie tot nu 
toe voor akte K,‚ studeerde, was aangewezen op boeken, 
die òf te veel, òf te weinig gaven. De schrijver heeft zeer 
velen een dienst bewezen door het samenstellen van een 

‚Wiskundig Tijdschrift 12e Jaargang. 16 
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werk, dat alles in zich vereenigt, wat voor het examen 
noodig is. Uit verhandelingen in het Wiskundig Tijdschrift 
kent men den helderen stijl van den schrijver. 

Het boek begint met de beginselen der rekenkunde; 
niet echter zóó, dat leerlingen van de lagere school het 
zouden kunnen gebruiken, maar om in beknopten vorm 
een overzicht er van te geven. Zooals te verwachten was, 
nemen de congruenties een ruime plaats in. Men vindter 
eenige gedeelten, die vroeger in het Wiskundig Tijdschrift 
zijn opgenomen. Verder wordt gesproken over talstelsels, 
metingen, deelbaarheid, breuken, onmeetbare getallen, 
wortelvormen, verhoudingen, evenredigheden, evenredige 
afhankelijkheid, reeksen, uit rekenkundig oogpunt be- 
schouwd, logarithmen, onnauwkeurige getallen, en als 
„varia permutaties en combinaties, en een paar kleinere 
mededeelingen. Handelsrekenen en intrestrekening zijn. 
niet opgenomen. 


Dr. FRED. SCHUH. Grepen uit de moderne meetkunde. 
Kerste deel: Reciproke transformaties in het vlak en in de 
ruimte. Hyperboloïden en kegelsneden. Harmonische eigenschap- 
pen en cirkelbundels. Met 224 figuren in den tekst. 

Noordhoff's Verzameling van Wiskundige werken. Deel 2. 

Groningen, P. Noordhoff, 1915. 


Evenals het hiervoor vermelde boek van den heer 
C. KREDIET is dit werk een aanwinst voor de wiskundige 
literatuur. Ook zeer duidelijk geschreven, laat het zich 
zeer gemakkelijk lezen. Het vereenigt een aantal onder- 
werpen, die men gewoonlijk verspreid aantreft, en legt 
verband tusschen gedeelten der wiskunde, die dikwijls 
ondersteld worden op zich zelf te staan. 

Er is een tweeslachtigheid in het boek, waarop de 
schrijver in de voorrede ook zelf de aandacht vestigt. 
Het was nl. begonnen ten behoeve van studeerenden voor 
K,, maar de schrijver kon dit doel niet voortdurend in 
het oog houden, en schoot er telkens over heen. Daardoor 
is de waarde van het boek zeer zeker niet verminderd; 
alleen moet de studeerende voor K,‚ gedeelten overslaan, 
die door een * zijn aangewezen, 
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Evenals bij elk boek zou een lezer voor zich zelf één 
gedeelte wat meer uitgebreid, een ander wat minder uit- 
gebreid noodig achten, maar dat is een individuëele op- 
vatting; een schrijver kan niet aan alle eischen tegelijk 
voldoen en moet zich zelf grenzen stellen. Een enkele 
vraag: waarom is op bladz. 57 en later de macht =s 
genomen, en niet =s’? 


Davip D. LerB. Problems in the Calculus with formulas 
and Suggestions. 

Boston and London, Ginn & Cy, 1915. 

Een zeer aardige verzameling vraagstukken over diffe- 
rentiaal- en integraalrekening is dit. De opgaven zijn in 
groepen vereenigd, waarboven telkens eenige opmerkingen 
zijn geschreven omtrent het doel van de vraagstukken of 
de wijze, waarop ze moeten worden opgelost. Als leerboek 
is het niet bedoeld. Het gaat uiet tot de uiterste grenzen 
van onze kennis, maar geeft voldoende voor personen, die 
handigheid willen verkrijgen in de toepassing der D. en [. 
rekening op vraagstukken in het dagelijksch leven, of in 
de techniek. De indeeling is zeer praktisch en gemakkelijk. 


Max Worr. Stereoskopbilder vom Sternhimmel. 

Leipzig, Johann Ambrosius Barth, 1915, 5 Mark. 

Deze verzameling van 12 stereoscoopplaten sluit zich 
aan bij de vroeger verschenen reeks van 12 platen. De 
nieuwe reeks bevat: Ster met eigenbeweging (de 2e plaat 
is 14 jaren na de le genomen), ster 61 Cygni, de maan 
(zeer fraai), een rhaanlandschap, Patroclus, Uranus, de 
spiraalnevel in den Beer, de spiraalnevel in de Jachthonden, 
de nevel in Orion, de komeet Morehouse (twee platen, zeer 
fraai), de Melk weg. | 

De platen zijn door een gewone Amerikaansche stere- 
oscoop te bezichtigen. 
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Uit Buitenlandsche Tijdschriften. — 


325. (Grafische voorstellingen, in verband met conver= 
gentie van reeksen. 


Stelt men y= f(x) door eene kromme voor, dan zijn de 
ordinaten, behoorende bij de abscissen == 1,2,8... de 
termen eener reeks, waarvoor u, =f(n) is. Gemakshalve 
wordt verondersteld, dat alle termen positief zijn. 

Uit een grafische voorstelling volgt gemakkelijk, dat 

n 


n 
Zu, X 1 (n rechthoekjes) en [rm dn (oppervlak begrepen 
1 


1 
tusschen #=l, y= f(«), =—=n, en y—=0) een eindig ver- 
schil hebben, dat kleiner is dan u, X 1. 

Een eerste voorwaarde voor de convergentie is, dat u, 
tot nul nadert, dus dat de X-as asymptoot der kromme zij. 
Het gezochte convergentie-kenmerk wordt nu: 

De reeks met algemeenen term u„= f(n) convergeert, 
indien de kromme y= f(e) de X-as tot asymptoot heeft en 
het oppervlak tusschen de kromme en de asymptoot, be- 
grensd door de ordinaat #@ =1, eindig is. / 


Toepassingen » 
n 
Újnlt, Í d One 7 (at — a) .…. Voorwaarde van 
convergentie: a { 1. 
n | 
Ùi À 3 gn =slyn (4, Div 
n n 
1 
n 
Up = Ee ) [ar dn = 1 En nl&_— 1)... Voorwaarde 


ee: van convergentie: a ) 1. 
Gevolgen : Blijft de kromme y= f(«) van zekere waarde 
van « af steeds beneden de kromme y= pa® (a <1), dan 
convergeert de reeks u, == f (1). 
U Oe boven de kromme y= (a willekeu- 
rig), dan divergeert zij. 
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Verloopt zij ten slotte tusschen deze beide krommen in, 
dan is ’t nog onbeslist. 

Vogrbeeld : u, =n—V(n? —1). De vergelijking y = x — 
(a? —1) stelt den tak der hyperbool y? —2xy +1 =0 
voor, welke beneden de lijn y=a ligt, en de X-as tot 
asymptoot heeft. (De andere asymptoot is y= 2x). Daar 
het oppervlak tusschen den tak en de asymptoot, begrensd 
door # == 1, oneindig groot is, divergeert de reeks. 

Andere convergentie-kenmerken. 

Il | 
a) Lim —— (1. Van een bepaalde waarde af zal 


u 
” 


Js f(x) blijven beneden de kromme y=pa® (a <1). 
bj Lim eu, 1, 


eb 
Stelt men de functie y =l’ u, grafisch voor, dan vindt men : 


voor de meetkundige reeks u, = a... y = a, een rechte lijn. 
E 
E 1 B 
_, __» harmonische „ Up= pe YEN ; 


eene kromme, die voor &=e een minimum heeft, en 
asymptotisch nadert tot y = 1. 
Hebben wij een reeks, waarvoor Lim u, { 1, dan zal de 


L 
kromme y=\u,, van een zekere waarde van « af, liggen 


XL 
beneden een kromme y = Wa” (a < D, en dus u, { a” worden. 


log n 


Stelt men logn=x, log ze =— y, dan vindt men: 
n 


l 
voor de harmonische reeks u, = RAL Er 
Ì > 
De Teeks Me tedje A 4 (ALTE) 
lg: 
l 
| log gn 
. , ” 
Indien nu voor een reeks Lim ——— == a ) 1, dan heeft 


log n 
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de kromme y= F(x), die door de genoemde transformatie 
ontstaat, een asymptoot met richtingscoëfficiënt a. Van 
zekere waarde van « af zal y==«x, als men a zoo kiest, 


dat a )a)1l; waaruit volgt, dat u, < Ee wordt, zoodat de 
n 


reeks convergeert. 
L. S. CUERvO: Llepresentaciones grdficas en relación con el 


estudio de la convergencia de series. Revista de la 
Soc. Mat. Espanola ano 4°. Enero 1915. n. 84. 


326. Betrekking tusschen kromtestraal en normaal, 
bij sommige vlakke krommen. | 


Oplossing in poolcoördinaten van het vraagstuk : 

De vlakke kromme te bepalen, wier kromtestraal evenredig is 
met de normaal. 

Zij m de constante verhouding; de gestelde voorwaarde 
wordt dan uitgedrukt door de vergelijking: 


r3 A2 4 
en En 0 pe ll Caldenn rt ANDER EL 
of, herleid: 
mrr'’— (2m 1)? —(m—1)r? =0 . . . (2) 


Hierin is r de voerstraal, #/ en 7” de eerste en tweede 
afgeleide naar de anomalie 4. 

De integraal dezer homogene vergelijking: van de 2e orde 
en den Zen graad is: 

m 
PCs co En Ci) se 

Deze krommen behooren tot de familie der sinussoïde- 
spiralen. 

Voor m=l wordt (3) onbepaald. Vergelijking (2) gaat 
dan over in: 


pri 
Geïntegreerd : r=Kef, 
Logarithmische spiraal (cirkel voor c ==0). 
Cz 


Voor m=—l … 1 VlIeos 9 + c)}’ 


Gelijkzijdige hyperbool. 
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eng plaa Cz 
MOON =d es. Be COST (0 Fe) 
Parabool. 
Noor mt... PE COS (Or), 
Cirkel. 
NEOOE M=. r=c,; [cos 2 (4 He), 
Lemniscaat van Bernouilli. 
MOOL Mk …. Me CNGOS AAE), 
Cardioïde. 


Higenschap der spiralen (3): 
Zij V de hoek van de raaklijn met den voerstraal van 
het raakpunt; dan is 


1 — m 
ar eef) 


Rectificatie en kwadratuur der spiralen voert tot 
Eulersche ['-functies. 

JOSE MARIE ORTS ARACIL. 

Relación entre el radio de curvatura y la normal en 
algunas lineas planas. Revista de la Soc. Mat. 
Espanola ano 4°. Diciembre 1914, No. £5. 

In ’t nummer van Februari 1915 behandelt F, Gomes 
Teixeira het meer algemeene geval (reeds opgenomen in 
zijn Traité des Courbes spéciales, t. II, p. 262), dat de 
kromtestraal evenredig is met een willekeurig gegeven 
macht van de normaal. De integratie der voorwaarde- 
vergelijking voert dan tot elliptische functies. 


327. Eenige eenvoudige toepassingen der inductie= 
methode van Bernouilli. 
De schrijver past deze methode toe ter demonstratie 
van de volgende bekende identiteiten : 


4d EE, nJ-1 
ela IE ed ed, 
1 0 , 


n n n 
De A 4) OXp'=nlntl) @n+l). 
n n 
5) tp? nl (nt1)7; 6) nen Wie md +1) X 


dn (n EEN 


248 


1. Viermaal de som van de getallen der Pythagorische 
tafel met basis B is gelijk aan B? (B + 1)? 
8. Van de reeks van Fibonacci: 0,1, 1,2, 3,5,8... enz. 


n 
Orne + U„}9) is EUR dj 


O, FERNANDER BANOS. Algunos aplicaciones sancillas del 
metódo de inducción de Bernouilli. Revista de la 
Soc. Mat. Espanola ano 4°. Diciembre 1914, n. 38. 


328. Twee merkwaardige kubische krommen in het 
vlak van een driehoek. 


Gegeven zij een punt Pin het vlak van een driehoek ABC, 
Onder de „voetpunts-terne” (terna podaria) van P ten op- 
zichte van ABC worde verstaan het drietal voetpunten 
X, Y, Z der loodlijuen, uit P op de zijden neergelaten ; 
onder „Ceviaansche terne” (terna Ceviana) het drietal snij- 
punten der lijnen AP, BP, CP met de overstaande zijden. 

Gevraagd: de m. pl. van het punt P, welks voetpunts-terne 
tevens Ceviaansche terne is van een punt P', of omgekeerd. 

Dit vraagstuk werd in 1905 opgegeven door Prof. E. 
Piecioli in het Periodico di Mat. Eerst in het nummer van 
1 Juli 1915 kwam een antwoord in van G. Ascoli, onder 
bovenstaanden titel. 

Door eenvoudige analytische en meetkundige beschou- 
wing vindt de schrijver voor de gezochte m. pl. van P 
resp. P’ twee kubische krommen y en y/, die inderdaad 
zeer merkwaardige eigenschappen bezitten. 

Is ABC gelijkbeenig, dan ontaarden y en y' beide in een 
rechte, plus kegelsnede; is de driehoek gelijkzijdig, in drie 
rechten. 

Eigenschappen der kromme y. *) 

Zij gaat door A, B en C, door de middelpunten O, I, Y/, 
IL,” F”/ van de om-, in- en aangeschreven cirkels, door het 
hoogtepunt H, door de punten in het oneindige H’, H’, H’” 
van AH, BH, CH en de symmetriepunten A, Bo, C) van 
A, B, C ten opzichte van 0. 


1) Deze eigenschappen worden alle door eenvoudige meetkun- 
dige beschouwingen afgeleid. 
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Zij is symmetrisch ten opzichte van O, dat dus een 
buigpunt der kromme is. 

Aan twee punten van y symmetrisch ten opzichte van O 
beantwoorden twee isotomische punten op »/, zoodat »’ 
invariant is voor de transformatie door isotomische punten. 

De aSymptoten van y zijn de middelloodlijnen der zijden 
van ABC en gaan dus door O0. 

De kromme y is een kubische hyperbool; zij is invariant 
voor de isogonale transformatie. 

Zij is de m. pl. der isogonale puntenparen, die op een 
rechte liggen met H, (het symmetriepunt van H ten op- 
zichte van 0). 

De raaklijnen aan C in I, Y, 1”, [’” gaan door H‚; de 
raaklijn in O gaat door het punt K van Lemoine. 

De Ceviaansche terne U, V, W van H, ligt op y; het 
zijn de orthogonale projecties op de zijden van ABC van 
een zeker punt 4 van y. 

De rechten VY, VI”, WI, 9,I ontmoeten elkander in 
een punt {2 der kromme y. 

De raaklijnen aan y in A,‚B.C, He, gaan door 6; dit 
punt is isogonaal met H,. 

De raaklijnen aan yv in U, V, W,‚ 4, ontmoeten elkander 
in een zelfde punt van y. 

Eigenschappen der kromme y. 

Zij gaat door de punten A, B, C en de daarmede isoto- 
mische A,, B,,C,; verder door H‚, H‚ en H,, door het 
zwaartepunt G, door de punten G, door de punten [’, 1”, 
Tr’, [’” van Gergonne, de punten N, N’, N/, N’/ van Nagel, 
de punten D’, E/, F’ op de zijden, die isotomisch zijn met 
de voetpunten der hoogtelijnen, 

De kromme / is de m. pl. der isotomische puntenparen, 
die op een rechte liggen met H,. 

De rechten, die elk punt van Gergonne verbinden met 
het overeenkomstige van Nagel, en de raaklijnen aan 7’ in 
G, A, B, C, ontmoeten elkander in H,. 

De raaklijnen aan 7’ in A, B, C, H,‚ ontmoeten elkander 
in H (op »/). 

Aan punten van y, op ééne rechte gelegen met een 
vast punt van 7, beantwoorden punten van 7’ op een rechte 
met een vast punt van È/, 
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De raaklijnen aan in de punten van Nagel gaan door G. 
5 n N 5 „Gergonne ; tuss 
De Hebr pnt van den vierhoek Pir liggen 
op 7’, en bepalen een driehoek, die homoloog is met ABC 
ten opzichte van G, en met ABG; ten opzichte van H. 
De diagonaalpunten van den vierhoek NN/N/N” liggen 
op y/ en bepalen een driehoek, die homoloog is met ABC 
ten opzichte van G en met A,B‚C, ten opzichte van H,. 


De vergelijking van y in trilineaire coördinaten x, y‚ zis: 

wor YP — 2?) + yoy 22 — at) Hoz (we? — yP)=0. 

Hierin zijn: @,, 4, Zo de trilineaire coördinaten van H ; 
dus @, = COS « — COS Â cos y, enz. 

De vergelijking van 7’ in barycentrische coördinaten 
&, n, { luidt: | 
08 (n? — EE) + non (E2 EL) H E05 (62 — n°) = 0, 
waarbij É 0 Ao, Co de barycentrische coördinaten zijn van H,, 
isotomisch met H; dus 

cs cota,. nie COl rde OMEN 
De overgang van het tweede tot het eerste stelsel ge- 
schiedt door de betrekkingen: 
E=asine, n=ysins, C=esiny. 
G. ASCOLI. Sopra due cubiche notevoli nel piano di un 
trianglo Periodico di Matematica. Serie HI, 
vol. XII. 1° Luglio 1915. 
Amsterdam DR. J. STEIN. 


329. Eigenschap van een viervlak. 


Neemt men op de zijden BC, CA, AB van AABC de punten 
P, Q, R,‚ dan gaan de cirkels AQR, BRP, CPQ door één punt. 

Analoog heeft men in de stereometrie : 

Neemt men op de ribben BC, CA, AB DA, DB, DC de 
punten P, Q‚;R, S, T, U, dan gaan de vier bollen AQRS, 
BRPT, CPQU, DSTU door één punt. 

Deze eigenschap, door Potthof medegedeeld in Z. f. Math. 
u. Naturw. Unt., XLVI, bladz. 210, is echter niet nieuw. 
Ze werd naar het schijnt door Haskell in 1903 gevonden 


enden aendhdinchdn 
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en opgenomen door F'hieme in zijne „Elemente der Geonie- 
trie (1909). Dit is een deel van de „Grundlehren der 
Mathematik”, welk werk bestemd is om Baltzer's Elemen- 
ten te vervangen. 


Q. 
330. Algebraïsche betrekking. 
U (1 —d) 4 P(1 +4) = 716. 
Men heeft: | 
Ahijt= 4 
(1 +7) =— 8 
Cline end), 
dome 
dus: V(1 —{) = en 
: — 
zoo ook: VHD rg 


waaruit de betrekking volgt 
Meer algemeen zal men hebben: 


on Ak +1 Al 
PAD te 
©. MADZIA. Z. f. m. u. n. Unt, XLVI, 1915. 
331. Afleiding der to rm nle s—=| 0 


Äls een punt bij A begint te vallen, en bij B een snelheid 
v heeft, dan is ergens tusschen A en B in, de snelheid 
gelijk 4v. Omdat v =gt, zijn de tijden, om AC=s, en 
CB =s, te doorloopen, beide }t. 

Denk s, en s, verdeeld in n deelen, waarvan elk door- 


loopen wordt in een tijd {Die deelen (welke ongelijk 


2n’ 
van lengte zijn), worden van C af genummerd, zoodat 
zoowel op s‚ als op s‚, de nummers 1, 2,3, ... voorkomen. 


Neemt men twee deelen As, en As, met gelijk num- 
mer, dan wordt A s‚ evenveel vroeger doorloopen als As, 
later, dan het tijdstip, waarop het bewegende punt zich in 


NT 
Zen 


Ld 


C bevindt, en omdat de snelheid evenredig is met den tijd, 
is de snelheid op As, evenveel kleiner dan en als ze 


() 


2 
p Dv r v ‚Ad 

Dus is A= (ga As (Gt lan? 
zoodat As, + A80 


op As, grooter is dan 


dus S=N XV of so Xhi 


H. GREINACHTER in Z. f. d. phys. w. chem. Unt. 
1916, bladz. 21. 


A: Veranderlijkheid van het zwaartepunt. 


Bij een vallend lichaam onderstelt men, dat de versnel- 
ling van de zwaartekracht voor alle punten even groot is; 
er bestaat dan een zwaartepunt, waarin het totale gewicht 
van het lichaam aangrijpt. 

Nu men echter in staat is de lengte van den meter met 
een nauwkeurigheid van 3 X 10 5, en het gewicht van een 
kilogram met een nauwkeurigheid van 2 X 10° te bepalen, 
moet men er ook rekening mede houden, dat over een 
hoogte van één meter lengte de versnelling der zwaarte- 
kracht een relatieve vermeerdering ondergaat van 
Pe De KD 

Neemt men in een lichaam een stelsel assen aan, samen- 
vallend met de hoofdtraagheidsassen, en de as OX daarvan 
vertikaal ; en aan de aarde verbonden een stelsel OX, Y,Z,, 
dan is het gewicht van het lichaam gericht langs de lijn 

_mgy, _ > MZ, 
lar mmh e A ng 
waarin g een veranderlijke grootheid is, die als eerste 
benadering kan worden gelijk genomen aan go (1 Hex), 
waarin go constant, en € = 3,14 X 107%. | 

Die lijn noemt A. Liljeström (in de Comptes-Rendus van 
24 Jan. 1916, bladz. 55) een zwaartelijn. 

De vergelijkingen van die lijn ten opzichte van het stel- 
sel OXYZ doen zien, dat zij voor verschillende standen 


’ 


| 
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van het lichaam niet steeds door eenzelfde punt gaat, doch 
slechts dan, als de hoofdtraagheidsmomenten gelijk zijn. 
Zelfs snijden twee opeenvolgende zwaartelijnen elkander 
niet. 

Laat men het lichaam om een hoofdas draaien, dan om- 
hullen de zwaartelijnen een astroïde. 


389. In de Comptes-Rendus van 8 November 1915 geeft 
M. d'Ocagne een eenvoudige uitkomst voor lengte en opper- 
vlakte van een epi- of hypo-cycloïde, Zulk een kromme worde 
beschreven door een punt M van een cirkel G, die over 
een cirkel B met middelpunt O rolt. 

De enveloppe van G bestaat uit cirkel B en nog een 
concentrischen grenscirkel L, welke de kromme raakt in 
haar toppen. Het middelpunt van A doorloopt een midden- 
cirkel m. De stralen y, 4, A, u van de vier cirkels voldoen 
aan de voorwaarden: 

Du A, y= di). 

De raaklijn in M aan de kromme gaat door het raakpunt 
P der cirkels G en L. Als Q het tweede snijpunt van die 
raaklijn met cirkel is, dan voldoen de oneindig kleine 
bogen dP en dQ, aan de voorwaarde: 

UEkME of & dP ge 
dm HQ AQ Ene 

Is p de afstand van O tot de raaklijn in M aan de 

kromme, dan is de kromtestraal in M: 


rt ze D. 

Voor elken top is p=, dus wordt daar de kromtestraal : 
pe 
Mi=tE4 EE, 


Als s de boog is tusschen M en den naburigen top S, en 

t het stuk MP van de raaklijn, dan is: 
2u 
N= B L. 

Hieruit volgt: Als U het harmonisch aan M toegevoegde 

punt is ten opzichte van P en Q, dan is: 
boog MS = MU. 

Als c het oppervlak voorstelt tusschen den boog SM van 

de kromme lijn, de raaklijn MP en den boog SP van cirkel L, 
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en u het Rt dat de koorde PM afsnijdt van cirkel 


G, dan is: 
get 
z- 

De boog s, van de koorde tusschen twee opeenvolgende 
keerpunten worde volledigen boog genoemd, en de sector s, 
begrensd door dien boog en de stralen van O naar zijn 
eindpunten een volledigen sector. Dan is: 

Re 
ine: DE, 
als Q de hoek is van de stralen bij 0. 

Uit den tweeden vorm blijkt het oppervlak gelijk te zijn 
aan het oppervlak van den sector met denzelfden middel- 
puntshoek van een cirkel met straal WAu, d. w. z. van den 
cirkel, die alle cirkels in den ring tusschen Ls en m lood- 
recht snijdt. 


Als d een geheel getal n ís, dan is de totale lengte van 


cycloïde s, == 8u, en het totale oppervlak : 
Ne mÄu, 
dwing, : 
De lengte van een algebraïsche epi- of hypocycloïde is gelijk 
aan den omtrek van het om zijn middencirkel beschreven vierkant. 
Het oppervlak is gelijk aan dat van den cirkel, die alle cirkels 
tusschen grens- en middencirkel gelegen, rechthoekig snijdt. 


Correspondentie. 


Over orthopool. 


De stellingen, door den Heer VISSCHERS (blz. 108 — 104) 
gegeven, kunnen beschouwd worden als een anderen vorm 
van de uitbreiding van een theorema van MANNHEIM: 

De orthopool P van eene middellijn QU van den omgeschreven 
cirkel ligt op de symmetrische, ten opzichte van eene hoogtelijn, 
van de loodlijn wit het voetpunt van deze hoogtelijn op QU 
neergelaten, 
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In de figuur (bladz. 103) zijn de richtingen van C‚M, 
en N‚N,Ns symmetrisch ten opzichte van AB; dus zijn 
C‚M,‚ en de loodlijn, uit C,‚ op QU neergelaten, symme- 
trisch ten opzichte van CC, 

Van bovengemelde stelling kan men het volgend een- 
voudig bewijs geven : 

O is het middelpunt van den omgeschreven cirkel, R/ de 
projectie van O op QR, V die van U op AB, C,’ die 
van C, op QU, c het midden van AB, C’ het midden van CH. 
Vermits RPV een rechte hoek is, heeft men: 


En CON Gh VErTOr Ig e= 0. 
De driehoeken QR’O en C’Pe zijn dus gelijk en men heeft : 
AG GCA OR == AEP == ACP: 
MANNHEIM gaf deze stelling voor het punt van Feuer- 
bach ; dit punt is de orthopool van de lijn, die de middel- 
punten van de om- en ingeschreven cirkels verbindt. 
London. R. GOORMAGHTIGH. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen.) 


W. REINDERSMA., Leerboek der Vlakke Meetkunde. 
Deel I, Inleidende cursus. 2e druk. 1916. 
Groningen, J. B, Wolters. 


F. VEEN. Inleiding tot de Meetkunde in vragen, opgaven 
en aanteekeningen. 1916. 
W. Versluys, Amsterdam. 


W.F. KOPPESCHAAR Jr. Leerboek der Planimetrie. 1916. 
W. E. J. Tjeenk Willink, Zwolle. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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DERKSEN en DE LAIVE. Herdrukken van leerboeken. 1915. 
A. VAN ZIJL. Vademecum der Wiskunde voor 3-jarige 
H.B.S. en M.U.L.O. Scholen. 1916. f 0,75, geb. f 0,85. 

W.J. Thieme & Cie, Zutphen. 


H. VERHAGEN en P. SCHUTTE. Rekenboek voor Kweek- 
en Normaalscholen, H. B.S. en M.U.L.O. Scholen. 
2e stukje, 2e druk, 4e stukje 2e druk, 1915, elk f 0,35. 
's Gravenhage, Joh. Ykema. 


WIJDENES en DE LANGE. Herdrukken van leerboeken. 

W. H. WISSELINK, il E ee 

P. JANSEN. Opgaven over de Theorie der Rekenkunde, 
ten dienste van Kweek- en Normaalscholen en Cursussen 
voor de Hoofdacte. II, 1915. f 1,20. 

Dr. B. GONGGRIJP en P. WIJDENES, Leerboek der 
Goniometrie en Trigonometrie, 1916, f 1,90. 

Groningen, P. Noordhoff. 


W.J. WISSELINK. Leerboek der Mechanica. 
1915, 2e druk, f 2,90, 
L. BĲ DE LEY. Leerhoek der Rekenkunde, 2e deel, 
4e druk, 1915. 
Groningen, J. B Wolters Uitgevers-Maatschappij. 


Dr.H. BREMERKAMP. Eindexamen-Opgaven van verschil- 
lende gymnasia in de jaren 1913, 1914 en 1915. 
Bussum, C. A. J van Dishoeck. 


OPLOSSINGEN 


DER 


VRAAGSTUKKEN 


van af No. 267. 


De Oplossingen der Vraagstukken : 


No. 1-9 komen voor in den len jaargang. 


No. 10—20 B dele Arg ID ju 
No. 20—90 5 OE OET N 
No. 91145 „ En RGL 5 
Not146=172- , en A ET A 
No. 113-206 „ pe Pae GOT 8 
No. 206—241 mn 4 ven 7 
No. 242-266 „ or oder vand KOT=t nl 8 
No. 267—289 Ie ene LL Ot 5 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor: 


len jg. bladz. 210, betreffend Vrgst. 3, len jg. bladz. 129, 
Hen. „ 143 en 252 betreffend Vrgst. 21, 3en jg. bl. 2. 
Zen „ 8 4 EO RO NE 
gen „ ebt de (ABT doen betreffend Vrgst. 48 
en 63, den jg. bladz. 37 en 59. 
Aen jg. bladz 48, betreffend Vrgst. 83. 
Ten jg. bladz. 2 (der oplossingen) betreffend Vrgst. 129, 
ben jg. bladz. 70. 
Een vraag betreffend Vrgst. 196 in 4en jg., bladz. 47, 
À 4 N eZ (OEL LOT aen 018 


Oplossingen van Vraagstukken W.T. 12e Jrg, | 


Vraagstuk 289. 


Oplossing van F.J. VAES. 


Zij P (fig. 1) een punt van de lijn, met coördinaten OC en CP; 
OA een straal van een cirkel (1), die een hoek «a met de 
as OC vormt; AQ // OC, dan is PQ =y—rsina, AQ == — 
r Gos «, dus moet volgens de gegeven vergelijking /PAQ= 2x 
zijn. Het verlengde van OA deelt dien hoek blijkbaar midden- 
door. De lijn PAD is dus de richting, waarin een lichtstraal 
terugkaatst, die evenwijdig aan OC den cirkel treft in A. 
Wanneer Z AOC =a toeneemt met een bedrag A « (EOA), 
dan komt de teruggekaatste straal in de richting EF, welke 
den vorigen stand AD in een punt G snijdt. Dit punt Gis 
een punt van de omhulde kromme. Om de plaats van G 


fig. 4. fig. 2 


te bepalen, denke men eerst de lijnen OA en AD om O 
gedraaid, terwijl / OAD =a blijft. Trekt men OD L AD, 
dan beweegt D een oogenblik in de richting DA, dus bij 
de limiet is D het snijpunt van ED en AD. Door de draaiing 
wordt / EDA = A «, terwijl men ook EF zóo moet trekken 
dat Z DEF = A«. Bijgevolg is driehoek EDG gelijkbeenig, 
zoodat G het midden van AD is. Om de meetkundige plaats 
van G te vinden, kan men opmerken, dat G steeds zal 
liggen op den cirkel met HA ={r als middellijn (fig. 2). 
Straal IG maakt met IO een hoek 2«, zoodat boog HG 
evenlang zal zijn als boog HK van den cirkel met OH =}r 
als straal beschreven. Bijgevolg beschrijft G een epicycloïde 
met K als keerpunt. 


Ö 


290. Gegeven een bundel cirkels. De gemeenschappelijke 
machtlijn is as van een kegelsnede gaande door de beide grens- 
punten van den bundel. 

Bepaal de meetkundige plaats van de snijpunten der pool- 
lijnen van de punten op de kegelsnede, t. o. z. van den bundel. 

J. A. WERTENBROEK, 


Opgelost door J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK, 


Neem de verbindingslijn der beide grenspunten P en Q 
tot X-as, en de machtlijn van den bundel tot Y-as. Zij PQ=2d. 

Daar de poollijnen van een punt Á t.o. z. van een bundel 
cirkels alle door één punt B gaan, behoeft men voor het 
bepalen van dit snijpunt, slechts de poollijnen t. o. z. van 
2 cirkels van den bundel te construeeren. Neem voor die 
cirkels de punten P en Q als cirkels met 
een straal =0. Het blijkt dan, dat B het 
tegenpunt van A is op den omgeschreven 
cirkel van AAPQ,. Laat de kegelsnede 
dezen cirkel behalve in A, P en Q nog 
in C snijden. Trek nu BC door tot het snij- 
punt D met OX. Danis: DP Xx DQ = DC X 

OD? —0Q? 


DB ots Be Zijn dus de coör- 
dinaten van A x en y, dan heeft men: 
eerde 
n=—Xeny= ve 


Vergel. van de kegelsnede : Ax? + By? + Cy — d? A =0(1). 
Dus die van de meetk. plaats van B: 

22 Û 2 2 

geo 

of: AX?Y? + B(X2—d2)? 4 CX? —d2) Y — d2AY? =0, 

waarvoor kan geschreven worden: (X?—d®)|AY? + 

B(X? —d?) CY | =0, 

Dus I X? =d’; IT A?BX? +AY? +CY-—d? B=0. (2). 

X? =d? wijst op de punten behoorende bij P en Q, 

X =d is nl. poollijn van P, X=-—d die van Q, t.o. z. van 

alle cirkels van den bundel. De overige punten liggen op (2). 

Door te letten op de coëfficiënten van (1) en (2), ziet men 
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gemakkelijk in, dat (2) een kegelsnede voorstelt gelijk- 
vormig met de gegevene, eveneens gaande door P en Q, 
terwijl de overeenkomstige assen loodrecht op elkaar staan. 
Als (1) in 2 rechte lijnen ontaardt, dan stelt (2) 2 rechte 
lijnen loodrecht op die lijnen voor. 

Stelt (1) een ellips of hyperbool voor met de halve assen 
a en b, dan zijn die van (2) b (grootste abscis, welke B 
voor het geval van een ellips kan bereiken) en Ee ; 

In het geval (B = 0), dat (1) een parabool voorstelt, ont- 
aardt (2) in 2//lijnen Y =0 en Ya =p. 

Ontaardt (1) in 2//lijnen (A =0), dan stelt (2) een para- 
bool voor. 

Het gevondene voor het geval, dat (1) een parabool voor- 
stelt, doet een methode aan de hand voor het construeeren 
van punten eener parabool met bekenden parameter, die 
door een gegeven punt moet gaan, en waarvan de ligging 
der as bekend is. 

Zijn de grenspunten P en Q, imaginair, dan redeneert 
men als volgt: Beschouw den cirkel gaande door A van 
den bundel. Laat in A de raaklijn aan dien cirkel getrokken 
zijn, welke tevens nog aan een tweeden cirkel van den 
bundel, en die aan den anderen kant van OY ligt, zal 
raken. Het raakpunt op dezen laatsten cirkel moet dan het 
punt B zijn, hetwelk dus tegenpunt is van A op den cirkel 
door A, welke den bundel rechthoekig snijdt, en waarvan 
a Hy —Zayhd?=0 de vergelijking zij. Macht van D 
t. 0. z. van dien cirkel: X? + d? en evenzoo Yy, zoodat 


y= yen L=— NX, zoodat nu d? in —d* verandert. 


291. Gegeven 2 elkander snijdende cirkels M en N, en een 
cirkel O, welke deze cirkels rechth. snijdt. Bewijs dat de snij- 
punten van de overstaande zijden van den vierhoek, waarvan 
de 4 snijpunten van O met M en N de hoekpunten zijn, de 
middelpunten zijn van de cirkels, gaande door de snijpunten 
van M en N, en die de hoeken tusschen deze cirkels middendoor 
deelen. Wanneer is die vierhoek harmonisch ? 

J, A, WERTENBROEK. 


5 
Opgelost door Mej. J. A. ISBRÜüCKER, H. W. J. VELDHUIS, 
J. A. WERTENBROEK. 


Iste Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Noem de snijpunten van M en N, P en Q en die van O 
met M en N aan den eenen kant van PQ, A en B, aan den 
anderen kant daarvan C en D. 

Trek de raaklijnen in A en C, en die in Ben D aan 
cirkel O. De beide eerstgenoemde zullen elkaar in ’t middel- 
punt M, de beide anderen in ’t middelpunt N snijden. Vol- 
gens het theorema van Pascal, toegepast op vierhoek ABCD, 
zullen nu de snijpunten E en F van AB en DC, resp. BC 
en DA met M en N op één rechte lijn liggen, en daar 
BBA bo OT en FOX EB =ED SEA, zijn Wren 
de gelijkvormigheidspunten van de cirkels Men N. Zooals 
bekend zijn M, N, E en F harmonisch gelegen. Daar nu 
EM: EN =PM:PN, zijn PE en PF de beide bissectrices van 
ZMPN. De cirkels E en F met de stralen EPen FP deelen 
dus de hoeken tusschen de cirkels M en N middendoor. 

Is de vierhoek ABCD harmonisch, dan ligt de pool van 
BD op AC en dus A, C en N liggen dan op een rechte 
lijn, N ligt dus op de machtlijn van M en 0, en daar cirkel 
N cirkel O L snijdt, zal hij ook cirkel M loodrecht snijden. 


2de Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Men stelle zich voor, dat alle punten der figuur complexe 
getallen in een zeker vlak, het Z-vlak voorstellen. Laten 
de snijpunten der cirkels M en N de getallen p en q aan- 


duiden. Voeren we nu eeu lineaire substantie Ù=ie 
in, dan komt met elk getal, en dus met elk punt in ’t Z-vlak 
één punt in ’t w-vlak overeen. Doorloopt z een cirkel 
(rechte lijn), dan zal ook w een cirkel (rechte lijn) doorloopen. 
Met het punt z=p komt de oorsprong C van coördinaten 
in ’t w-vlak overeen. Voor alle punten op cirkel O is de 
verhouding van de afstanden tot p en q constant, zoodat 
voor de correspondeerende w's de modulus constant is, 
m.a.w. cirkel O wordt in ’t w-vlak afgebeeld door een cirkel 
met C tot middelpunt. De cirkels M en N hebben in 
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’t w-vlak tot afbeeldingen cirkels, die door C gaan. Voor 
z=—=gq wordt w ==. Die cirkels moeten dus door een punt 
op oo afstand gaan, zoodat ze niet anders dan rechte lijnen 
door C kunnen zijn. Daar in beide figuren de overeenkom- 
stige hoeken gelijk zijn, zullen de beide bissectrices van 
de hoeken tusschen deze lijnen de afbeeldingen zijn van 
de cirkels E en F, gaande door p en q, en die de ZZ tusschen 
M en N middendoor deelen. Laat cirkel E,‚ cirkel O in G 
en H snijden, dan zijn de afbeeldingen van de vierhoeken 
AGBH en CHBG harmonische vierhoeken. Die vierhoeken 
zelf zijn het dus ook. Daar nu bij zoo’n vierhoek de pool 
van de eene diagonaal ten opzichte van den omgeschreven 
cirkel op de andere moet liggen, is het snijpunt van AB 
en DC de pool E van GH. Door op analoge wijze ten op- 
zichte van cirkel F te werk te gaan, bewijst men dat AD 
en BC elkaar in F snijden. 

Is de vierhoek ABCD harmonisch, dan moeten ook de 
afbeeldingen van de hoekpunten harmonisch op de afbeel- 
ding van cirkel O liggen. Dit is het geval als zij de hoek- 
punten van een vierkant zijn, wat het geval is als de cirkels 
M en N elkaar L snijden. 


Oplossing van H. W. J. VELDHuUIS, (Soerabaja). 


Zijn M en N de gegeven cirkels en O de cirkel die M 
en N rechthoekig snijdt, dan ligt ’t punt O op de machtlijn 
van cirkel M en cirkel N, 

Zijn A, B, C en D de snijpunten van cirkel O met cirkel 
M en cirkel N, trek dan AM, EN, BN en BO. (E ’t tweede 
snijpunt van AB met cirkel N.) 

Nu is ZMAB=/NBA=4bg ÁADCB, en daar ZNDA= 
ZNEB is, zoo is / MAB =/ NEB, 
dus: MA //NE, of m. a. w.: 

AB snijdt MN in ’t uitwendig gelijkvormigheidspunt G, 
van cirkel M en cirkel N. 

Het bewijs voor DC volgt op analoge wijze 

Verleng AD tot haar snijpunt F met cirkel N, en trek 
FN en DN, dan is 

ZMAD=ZEDN==tbg AD, 
maar ZFDN=ZDFN, dus /MAD==/DFEN, bijgevolg 


(i 


AM//FN. dus AD snijdt MN in het inwendig eelijkvormig- 
heidspunt G; van cirkel M en cirkel N. 

Het bewijs voor BC volgt evenzoo. 

Volgens een bekende eigenschap verdeelen G; en G, 
de lijn MN harmonisch in de verhouding AM : NF of PM: PN. 
PG; en PG, zijn dus de binnen- en buitenbissectrices van 
den tophoek van A MPN. 

Trek in P de raaklijnen PK en PH, dan is dus / KPN = 
Z MPH == 90°, bijgevolg Z KPM =/NPH, dus PG; en PG, 


zijn ook de binnen- resp. buitenbissectrice van Z KPH. 
De cirkel om G, met straal PG, deelt dus / KPH midden- 


door, de cirkel om G; met straal PG; deelt het supplement 
van Z KPH middendoor. 


292. Gegeven twee cirkels. Een der beide cirkels wordt door 
den anderen middendoor gedeeld. Van elk punt op dezen laatsten 
bepaalt men de poollijn t. o. z. van eerstgenoemden cirkel, en 
op die lijn het snijpunt met de lijn, welke het punt met het 
middelpunt van den eersten cirkel verbindt. Bepaal de meetk. 
plaats van dat snijpunt. J. A. WERTENBROEK. 


Opgelost door Mej. J. A. ISBRÜCKER, H. W. J. VELDHUIS, 
J. A. WERTENBROEK, 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Laat cirkel M door cirkel N middendoor gedeeld worden, 
en zij P een punt op cirkel N. Noem het snijpunt van de 
poollijn van P met PM, A, en laat PM cirkel N voor den 
tweeden keer in Bsnijden. Nuis: MA X MP = R?, en even- 
zoo BM Xx MP =R?, zoodat MA =BM. De gevraagde meet- 
kundige plaats is dus een cirkel, symmetrisch met cirkel N 
t. o. z. van de snijlijn van M en N gelegen. 


Oplossing van Mej. J. A. ISBRÜCKER. 


Kiest men de verbindingslijn van de beide middelpunten 
der beide cirkels tot X-as, en tot Y-as de normaal daarop 
in het middelpunt van den grootsten cirkel, en zijn Renz. 
de stralen der cirkels, dan zijn hunne vergelijkingen : 

Denen REE ri y=. 
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Is x,y, een punt op den laatsten, dus is [w, —V(R?—r?)| + 
Hy, =r?, dan is de vergelijking van de poollijn van dit 
punt ten opzichte van.den eersten cirkel: 

RB, + YY = RE. 

De lijn, die #,‚y,‚ verbindt met het middelpunt van den 
eersten cirkel, d.i. met den oorsprong, heeft tot vergelijking : 
WY, — LY = 0. 

Het snijpunt van deze lijn met bovengenoemde poollijn 
voldoet aan de vergelijkingen: 


we, + yy —R2=0 
vy—ay, =0 
ter wijl [e, =-V(R? — 2}? Hy? =r?. 
Uit deze 3 vergelijkingen moeten «, en y‚ worden ge- 


elimineerd ter bepaling van de meetkundige plaats van 
het snijpunt. 


Men vindt: 
dd 
Anier, een 
en ET SA 3 
@ Y u + Y 
yy —® 
wak 
TL te AED 
Jie NL amen 2 
Mibe A) n° Hy? 
Y 0 
Dus voor de meetkundige plaats: 
Rx 2 Rt 3 
reren EE Te ) ese 
Eis CDL 
De OR? 


ne Ares V(R? —r?) + R? —2r? =0. 
R4 —2R?e VR? — Pr?) + (R? — 2?) (a? Hy?) =0 
Dit is dus een cirkel met middelpunt 
on R? (R? — r?) 


TORI ermm 


293. Als F(x) een polynomium is van den graad m,en men 
ontwikkelt F(x +h) volgens de reeks van Taylor, afbrekende 
bij den op één na den laatsten term, aldus 


2, 


m—l 
Fath) = F(x) ze hE'() +... md B ml (ae + 4 h) 


Í 
dan is 6 = Jan, Men vraagt hetzelfde te bewijzen voor de ont- 
wikkeling van F(x) volgens Maclaurin. 


J. J. C. WESTENDORP. 


Opgelost door J. v. ROON, J. A. WERTENBROEK, 
J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. VAN ROON. 
Zet men de ontwikkeling voort tot den laatsten term, 
dan is 
F (th) — Fe) + ha) + Hin a tt Fa) 


Dit vergelijkende met 
| ziele ‚—l pj 
FP (@ + h)=F (@) + .… Ce DE” 1 (a +6 h) 


dan blijkt 
PR (ap 4 oh) == PRÀ (2) B LP (4). 
Ontwikkelt men F%-—! (x + 6h) dan is 
EARL (ap 4 6h) = PRE (0) + oh. PP (oo), waardoor 0 == Se 


Analoog geldt voor de Maclaurinsche ontwikkeling : 


F(x) =F(0) + #F’(0) +. Hen DOE 1270) 


pele. 
F(x) = F (0) + zE’ (0) +…+; e= (uders (ve) 
pa! (6x) = pm! (0) en _F (0). 
FL (oop) —= PPT (O) +00 EO). 0= De 


294, Als alle wortels a,, ….- a, van f(@) =O ongelijk zijn, 


en de coëfficiënt van de hoogste macht van de onbekende = l, 
dan is: 
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p= f(a a) 
X 
dn PA) 
gelijk n, voor k=l en 


gelijk o, voor k=2, 5, 4...,n 
J. J. C. WESTENDORP. 


Opgelost door J. v. ROON, J. A. WERTENBROEK, 
J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. CG. WESTENDORP. 


Bewijs. Men heeft: 


k 
7 AC (an) Be 
CEE CHE CORE Sl ie of 


da 
fe) _a«—a, L— As 


k 
eo (edel an (er —a, Jr 


BAD 
65 @—a)(@—a) ea) e+ 
fh (a) 
Se FAC ai) da). (Ln enn (L) 


VOOnS Ke, EI ETL k (&) een polynomium, resp. 
van den graad n—?2, n—3, n—4,...0 (in ’t laatste geval 
een constante 7!) 

Vergelijking van de coëfficiënt van zl in beide leden 
van (I) geeft: 

ede 
id ij f(a) 


Br je (ke to dT 


Voorz las 
pf Slap fifa) f'(a,) 
EE, PANT fant nr. 


295. Integreeren 


dy Es 
der TP agt yk 


1 


P, Q en R zijn functies van x, terwijl P en Q voldoen aan 


d:P dP d 
TE di 0 
J.J. C. WESTENDORP. 


Opgelost door J. v. ROON, Dr. WERNDLY, 
J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 


Substitueer in de gegeven vergelijking y—=uv. Er komt 
Be A0 du 1 A du 

wins tan got Pe) He le Pot WR D 
Beschik nu zoo over wu, dat 20 Pu=0, AUS 


[Pax 
e ‚ dan gaat (1) over in 
d°v | id ede [Par 
er 
Nu voldoen P en Q aan 


d°P dP AQ 
dE De Te 


(2) 


d dP ol en dj ee 
de dn Taag 2=0, zoodat 

dP 2 de Pe 
gp iP? —2Q, dus ook Qt — 7 


een constante is, en wel een bepaalde constante, omdat 
P en Q gegeven zijn. 


Stel daarom Q, — ; 2 — Ek. dan wordt (2) 
dv \ [Pas 
go t koke eee en 0) 


De oplossing van Ee +k’v=0 is 


v=Ä cos ka + B sin ka. 
Door A en B als functies van « te beschouwen vindt 
men op de bekende wijze : 


1 [az 
A Grsst zl sin.kx Re da 
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1 [Pax 
B [eos kx Re dx, 


waarin c‚ en c‚ willekeurige constanten zijn. 
Ten slotte is dus: 


BP 1 | Pdz 
y=e if Le ‚GOS ka +e, sin ka— Dee sinkzRe da 
LI Pdx 
+ fe ws de |. 


Oplossing van Dr. L. U. H. C. WERNDLY. 


Integreer de tweede verg. éénmaal, term voor term en 
substitueer de aldus gevonden waarde van Q in de eerste 
verg. Zoo vindt men: 


é dy 1 dP 
Ear rlbe +) R. 


Het eerste lid is een symbolisch kwadraat: 


(tok 


5 d E 1e dz per 
Substitueer (a B 5) Ue dans PS — Gn R 


| |t Pax 
of na vermenigvuldiging mete 
— [+ Pax — |: Pae [+ Paz 
ze Be + e Í Re da 


Blijft dus over om te integreeren: 


Í } Pde 
Vermenigvuldig nogmaals met e 


L Pdx 


_|: Pd, 
dede | 


Ús he LAS Bet || Re 
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296. v(x) is een functie van de reëele veranderlijke x,‚ en 
doorloopend voor iedere waarde van deze veranderlijke. 

De absolute waarde van de afgeleide @'(a) is voor tedere 
„waarde van x kleiner dan een grootheid k, die kleiner is dan 
de eenheid. 


Men vormt de reeks | 
Ly =P (2), Lg =P (e,) Ly, =P (Ope), 
waarin @, een willekeurig gekozen reëele grootheid is. 
Men vraagt te bewijzen dat : 
1°. De vergelijking x»—ov (a) =0 één en niet meer dan één 
reüele wortel A heeft. 
20, a, nadert tot de wortel A‚ wanneer n oneindig groot 


wordt. (Briot et Bouquet.) Mej. Jo BLEEKER. 


Opgelost door Mej. Jo BLEEKER, J. v. ROON. 


Oplossing van Mej. Jo BLEEKER. 
Daar @'(x) <k <1, zoo is, indien b>a 


ZOET Tnt, 


of : p(b) — pa) < k(b— a). 

Hieruit volgt: 

a—p(a) <(1 —k)a + kb — op (b). 

Deze ongelijkheid is waar voor alle waarden van a enb. 
Nu kan men b altijd een zoodanige eindige waarde geven, 
dat kb —wp(b) eindig is, en daar (l —k) steeds positief is, 
is de vorm (1 —k)a + kb —p(b), en derhalve ook a — (a) 
wanneer a nadert tot — oo, negatief. Hieruit volgt derhalve 
functie & —p(x) is negatief voor @ =— 0. 

Uit p (b) —p(a) {k(b—a) volgt ook 

b—p(b)) ka — pla) + (1 —k)b 

Nu kan a zoo gekozen worden dat ka — ep (a) eindig is 
en daar (l —k) positief is, is dus wanneer b tot + oo nadert, 
de vorm ka—p(a)4(l—k)b, en derhalve ook b—o (b) 
positief. 

Men ziet dus dat functie # — p () positief is voor @ —= + oo, 
Het verschil in teeken van de functie bij — oo en + ov 
wijst op de aanwezigheid van een wortel. Dat er slechts 
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één is, blijkt uit de omstandigheid, dat de afgeleide der 
functie nl. 1 —e’(@)) 1—k steeds positief is, en de functie 
e—p(ae) dus steeds aangroeit. 
In de veronderstelling dat #, zoo gekozen is dat #, — 
— ple) <0, heeft men: 
Ti 
p'(w) da <k(o, —x,) of wo — av, < kle, —vo) 
40 
ts 
|P @ de kmo) of @, — wo (helen —) (00) 
| 
Hieruit volgt: 
Ce 
il p'(w) dae Ck (5, — 00) Of wen Ck (@, — 0). 


Uy 


Het verschil tusschen «, en z, is eindig en positief, 
terwijl als „ nadert tot oo, k* nadert tot nul, waaruit volgt 
dat daar z,_, >, im @, 4; n Of lim op (a) — wv =0 

n= n= 


== bn 


is, en derhalve #, voor n= nadert tot den wortel A. 
Is @, zoo gekozen, dat #, —wp(ax,) > 0, zoo heeft men 

%o 

| da hw, — ee) 

ed 
en derhalve z, — 24, <k” (wo —,). Nu is woe, eindig 
en positief, eveneens «,— vj}, en daar voor n=oo,k” 
tot nul nadert, zoo nadert ook #,— a, , tot nul en der- 
halve «, tot den wortel A. 


Oplossing van J. VAN ROON. 


Beschouwt men de functie F(x) =a—eo(x) met hare 
afgeleide F’(@)=1l—e'(x), dan is F(x), in verband met 
de onderstelling mode’ (x) { 1, steeds positief. F (@) neemt 
dus steeds toe, en men heeft dus slechts éèn waarde A, 
waarvoor A —p (A) =0. 


15 
Uit de vergelijkingen #, =p (@), 2=e(@1) =H) 


d de 
volgt Pl! @) get 0) en =P (en) 
lime ke 


dee, 
of ten slotte Ten (wo) -£° (oi). P' (ao)... (j)- 


Daar voor alle waarden van «@ mod’ (x) <1 kan men » 


da 
zoo groot kiezen, dat mod ee « ò, waarbij ò een wille- 
0 


keurig kleine grootheid is. Door dus „ groot genoeg te 
nemen wordt «, onafhankelijk van #@,, en men kan dus 


stellen Lp = C+v,, waarbij vj een functie is van x,,die 
nul wordt voor p = 0. 
De vergelijking x= (@,— ,) wordt 


CH o,= PCH vj) =0 (0) Ho, (C+ 60): 
Voor n= wordt deze vergelijking 
C=o(O), en dus C=A en limx,=C=. 


297. Men beschouwt in de ruimte de rechten (D), bepaald 
door de vergelijkingen «2 —=uz — v, y — (u3—2uv) 2 — v(u?—v), 
waarin u en v twee parameters zijn. 

Men vraagt: 

1°. De meetk. plaats der rechten (D), die de Z-as sni mijden. 

29, Door een punt M der ruimte gaan in ’t algemeen twee 
rechten (D). Er bestaat echter een kromme (C), door welker 
punten een. oneindig aantal rechten (D) gaan ; men vraagt de 
vergelijkingen dezer kromme te bepalen. 

80. De vergelijking te bepalen van het oppervlak (S), dat de 
meetk. plaats is van de middens der rechten, die twee punten 
der kromme (C) verbinden, en indien gegeven zijn de coördi 
naten L=L,, 2=Z, van een punt M,, gelegen op het opper- 
vlak (S) buiten de kromme (C), te bepalen de twee rechten, 
gaande door dat punt, en na te gaan, door de ligging van de 
projectie van het punt M‚; in het XOZr-vlak te beschouwen, of 
de rechten (D), gaande door dat punt M,, de kromme (C) 
ontmoeten in reëele of tmaginatre punten. 

40, Door de kromme (C) en een punt M daarbuiten gelegen 
kan men een oppervlak van den Zen graad brengen; gevraagd 
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wordt de aard van dat oppervlak, 1°. voor het geval dat de 
rechten (D) gaande door M reëel zijn, en 29. voor het geval 
dat ze imaginair zijn. Mej. JO BLEEKER. 


Opgelost door Mej. Jo BLEEKER, J. v. ROON, 


Oplossing van Mej. Jo BLEEKER, 


1°. De rechten (D), die de Z-as snijden, voldoen aan de 
voor waarde : | | 


1 0 0 0 

0 1 0 0 | 

1 0 — U v wek 

0 1 —u(u? —?2) vu? —v) 
waaruit volgt: Un 


De voorwaarde u=0 geeft als meetk, plaats van een 
gedeelte der rechten (D), die de Z-as snijden, een opper- 
vlak, dat tot vergelijking heeft #*=y. Dit oppervlak is 
dus een parabolische cylinder, waarvan de beschrijvende 
rechte evenwijdig loopt aan de Z-as. De rechten (D), die 
dit oppervlak vormen, snijden derhalve de Z-as in het 
oneindige. 

De voorwaarde v=0 geeft als meetk. plaats voor het 
tweede gedeelte der rechten (D), die de Z-as snijden, een 
oppervlak, dat tot vergelijking heeft yz? =a?. Deze ver- 
gelijking is homogeen van den Sen graad; ze stelt dus 
een kegel van de 3e orde voor met den top in den oorsprong. 
De rechten (D), die den kegel vormen, snijden dus de Z-as 
in één en hetzelfde punt. 

20, Noem de coördinaten van M: X, Y, 4. Opdat nu de 
rechten (D) gaan door dit punt, moet men w en v zoo kiezen, 
dat ze voldoen aan de vergelijkingen: X=u4—v en 
Y=u(lu? —?2v), ZA —v(u? —v), waaruit volgt, dat 


bf Ves KB 
WT VE ) 

u en v kunnen, zooals blijkt, twee waarden hebben, dus 
gaan door ieder puut der ruimte in ’t algemeen twee 
reëele of imaginaire rechten (D). 

Zijn echter de coördinaten van het punt verbonden 
door de betrekkingen Y=X?, X=Z?, m.a. w. is het punt 
gelegen op de kromme (C), die tot vergelijkingen heeft 


Dn PN 


17 


y=, &=z°, zoo vindt men oneindig veel waarden voor u ; 
er gaan dus door zoo’n punt een oneindig aantal rechten (D). 

Noem z=z, en z=z, de coördinaten van twee punten 
der kromme, zoo zijn de coördinaten van het midden der 
koorde gaande door die twee punten: 

Kila? Ha Y=tlette) Ze=hlete). 

Elimineert men nu uit deze drie vergelijkingen z, en z, , 
zoo verkrijgt men als meetk. plaats der gevraagde punten 
een oppervlak van de 4e orde, dat tot vergelijking heeft 
474 — 0? — AZ? Hy =0 

Neemt men nu een punt M, op dit oppervlak, tot coör- 
dinaten hebbende #=&,, 4 =2Z,, zoo zijn de vergelijkin- 
gen der twee rechten (D), gaande door dat punt: 

D, | X=202J- v0 — 240? 
Y = 4 Zoi L0° —440° 
D XX =de, +220? 
2N Y= (1620240020) t220 04620 °). 

Een rechte (D) snijdt de kromme (C) in twee punten; 
de Z-coördinaten van deze twee punten worden bepaald 
uit de vergelijking 4? — uz +v= 0, derhalve: 


u kfn 
dere) 
2E V\z 
Is nu w? —4v <0, zoo zijn deze twee snijpunten reëel, 


en is u? —4v <0, zoo zijn ze imaginair. 
Voor de rechte (D,) is u —=?2z, en v=?2,® —x,, en dus 
JJ 
re mdj + Lo. 


Is nu 20° {,, ma. w. ligt de projectie op het XOZ-vlak, 


van het punt op of binnen de parabool z? = a, zoo snijdt 
D, de kromme in twee reöele punten. 

Is z,? > «,, dus ligt de genoemde projectie buiten de para- 
bool 22 =@, zoo snijdt (D,) de kromme (C) in twee imagi- 
naire punten. 

Voor de rechten (D,) is u=—?22,, v=—22,— den dus 

2 
Te + Lo 

Is nu 20°) — be, ligt derhalve de projectie in het 


XOZ-vlak van het punt op of buiten de parabool z? =-— 5x, 
zoo snijdt D, de kromme in twee reëele punten. 
Oplossingen van Vraagstukken W, T. 12e Jrg. 2 
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Is 20? {— ba,, derhalve wanneer de genoemde projectie 
binnen de parabool z? = — 4 ligt, dan snijdt D, de kromme 


in twee imaginaire punten. 

Alles te samen vattende, kan men dus het volgende 
besluiten: De twee rechten, gaande door w, snijden de 
kromme in vier imaginaire punten, wanneer de projectie 
op het XOZ-vlak van w binnen de parabool z? = — $a ligt, 
en in vier reëele punten, wanneer de projectie binnen de 
parabool z? =x ligt, en wanneer de projectie van u buiten 
de beide parabolen ligt, heeft men twee reëele en twee 
imaginaire punten. 

40, Het oppervlak: van den 2en graad, gaande door de 
kromme (C) en een punt M (coördinaten a, b. c) er buiten, 


heeft tot vergelijking : 
Un eer 


De rechten (D), gaande door wv, zijn volgens het voor- 
gaande reëel, wanneer tegelijk (a —c?) > 0 en (ba?) )0 
of b—a? <0, a—e? {0 is. 

Het oppervlak kan men dan aldus schrijven: 

XX —pZ? + p°X —Y=0, 
en deze vergelijking stelt een hyp. paraboloïde voor. 
De rechten, gaande door u, zijn imaginair, wanneer tegelijk 


nt / O en b—a? $ 0; in dit geval is de vergelijking van 
het oppervlak z? + q°#? —q°y —x=0, en het oppervlak 
dus een elliptische paraboloïde. 


298. In een drievlakkenhoek een lijn trekken zóó, dat de 
tangenten der hoeken tusschen die lijn en de ribben zich ver- 
houden als cotangenten van de overstaande zijden. 

C. A. CiKoOT. 


Opgelost door C. A. CikOT. 
Oplossing. 


In verband met vraagstuk 266, 1Oen jaarg. bladz. 32 blijkt 
dat de gevraagde lijn de snijlijn is van twee tweede-graads 
kegels met gemeenschappelijken top. 


299. Voor een vierhoek met een inspringenden hoek het 


mv Ten 


died 
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punt bepalen, waarvoor de som der afstanden tot de hoekpunten 
een minimum is. C. A. CIKOT. 


Opgelost door C. A. CiKOT en D. POSTMA. 
Oplossing van C. A. CikorT en D. POSTMA. 


Zij ABCD de gegeven vierhoek, D het hoekpunt met 
den inspringenden hoek, dan is tevens dit punt het gezochte 
punt. De beschouwing van A ABC doet direct inzien, dat 
voor elk ander hoekpunt van den vierhoek volgens een 
elementaire eigenschap der vlakke meetkunde de som der 
afstanden tot de andere hoekpunten grooter is. Beschouwt 
men nu een punt P binnen of buiten den gegeven vierhoek, 
dan moet voor elk punt P de betrekking gelden : 

PA + PB + PC + PD) AD + BD + CD. 

Ligt nu bijv. punt D binnen A PAC, dan is weer PA + 
PC) AD +CD, en bovendien PB + PD > BD. 

Daar men onafhankelijk van de plaats van P telkens 
een dergelijke combinatie kan maken, volgt daaruit hetgeen 
te bewijzen was. 


800. De meetkundige plaats van de middelpunten der vier- 
kanten, waarvan drie zijden door drie vaste punten gaan, ts 
een cirkel. Bepaal het maaximum- en het minimum-vierkant. 
(De bedoeling is dat de verlengden, ook door de gegeven punten 
mogen gaan ) Ge AssCTKOT, 


Opgelost door C. A. CikoT, D, POSTMA, 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


Stel dat de zijde DA door een gegeven punt a, AB door 
b en BC door ec gaan moet; het hoekpunt A moet dan 
liggen op den omtrek van den cirkel op ab als middellijn 
beschreven, enz. De diagonaal AC moet gaan door ’t midden 
E van den halven cirkel, die op ab beschreven is en binnen- 
waarts ligt; eveneens moet BD gaan door het overeen- 
stemmend punt F van den halven cirkel op be beschreven ; 
daar de twee diagonalen elkander rechthoekig snijden, is de 
meetkundige plaats van hun snijpunt een cirkel op EF als 
middellijn beschreven. | 

Het maximum-vierkant is dat wat een zijde heeft = ac; 
het minimum-vierkant is gedegenereerd tot een punt, 
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301. De vier zijden van een rechthoek moeten ieder door 
een gegeven punt gaan; van al de rechthoeken, die daaraan 
voldoen, het grootste en het kleinste bepalen. GC. ARCTEOT 


Opgelost door C. A. CrkoT, D. POSTMA. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


Laat de afstanden tusschen de overstaande gegeven 
punten p en q zijn, en de scherpe hoek tusschen die lijnen 
=—=a, dan is, als eene zijde van een der rechthoeken een 
hoek p maakt met p, de oppervlakte van dien rechthoek 
—=4pgsinepcos (xe). We hebben dus de verandering na 
te gaan der functie sin pcos(x + wv), waarin alleen p ver- 
andert, en wel van 0° tot 180%. Om die verandering na te 
gaan gebruikt men de formule 

sinp —sinqg==2sin4(p—g) eos (pg), 
en men vindt dan dat men de verandering der functie 
sin (« + 2) —sinax heeft na te gaan. Voor p==0, wordt zij - 
nul; neemt @ nu toe, dan neemt het oppervlak ook toe; 
het bereikt een maximum als a + 2p —= 90°; of 
pi dOr 

bij verdere toename van p neemt het oppervlak af en het 
wordt weer nul voor sin (x + 2p) = sin «, of 

Za + 2p = 180%, p= 90° —a, 

Laat men @ nog grooter worden, dan wordt het oppervlak 
negatief, maar men heeft hier alleen met de absolute 
grootte te doen. Van het teeken afgezien, treedt er wéér 
een maximum op voor sin (a+2p) —= —1, waaruit p=135— Ja, 
Nu neemt de volstrekte waarde weer af‚en wordt nul 
voor p= 180. Bij het eerste maximum zijn de zijden 

p sin (45° — Ja) en qsin (45° — la), 

m.a.w. zij verhouden zich als de afstanden tusschen de 
overstaande punten; de lijnen, die de hoeken tusschen de 
zijden middendoor deelen zijn evenwijdig met die welke 
de hoeken tusschen pen q middendoor deelen. Voor den 
tweeden maximum-rechthoek vindt men hetzelfde, alleen 
zijn de zijden psin (45° + }a) en qsin (45° + ta). De twee 
rechthoeken zijn derhalve gelijkvormig met den rechthoek, 
die p en q tot zijden heeft, terwijl hun som gelijk is aan 
dien rechthoek. 
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Bij de beweging van den rechthoek blijft het snijpunt 
der diagonalen op den cirkel, die tot middellijn heeft de 
lijn, die de middens van p en q verbindt. 


302. Op een hellend vlak ligt een balk van vierkante door- 
snede, waartegen een cilindrische balk rust. Beide balken zijn 
even zwaar en liggen met de as loodrecht op de lijn van grootste 
helling. De wrijvingscoëfficiënt tusschen de balken, en het vlak, 
en de balken onderling —= f. Gevraagd de beweging dezer licha- 
men als zij omlang glijden. Rollende wrijving te verwaarloozen. 

DEVEL Nie 


Opgelost door J. v. ROON. 


Oplossing van J. v. ROON, 


Het gewicht van beide lichamen zij G K.G. Bij het 
onderzoek der beweging zijn twee gevallen te onderschei- 
den. 1°. De cilinder heeft een zuiver rollende beweging. 
20, De cilinder glijdt en rolt. Welke de beweging ook zij, 
steeds moeten de versnellingen der bewegingen gelijk zijn. 

Op den vierkanten balk werken: eigen gewicht G, 
reactie van het vlak =N, wrijvingsweerstand = fN, druk 
van den ronden balk =D en in het aanrakingspunt der 
twee lichamen een kracht =f D, die de draaiing van den 
cilinder tegenwerkt, waardoor N= (Gcosa + f D. 

De beweging van den balk volgt dus uit: 

G sina J D—f(Geosa + f D) 
Ar ee 

Op den ronden balk werken: eigen gewicht G, reactie 
van het vlak = M, reactie vierkanten balk = D, de wrij- 
vingsweerstand fD in het aanrakingspunt der balken, én 
de kracht W, die niet grooter kan zijn dan fM in het 
aanrakingspunt van cilinder en hellend vlak. 

Hieruit volgt: 


Le Oe Terr 9, 
terwijl de hoekversnelling der draaiing is: 
(W—fD)R 


TT NEGIgRE 
waarbij qR =a,. Dus moet: 
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W—fD_ Gesina D—W _ _ Gsin ad-D—f(G cosaf D) 
MWE G r G 9 
3 f G eos x — G sin « 


waaruit: D= D= VOOr 


5 + 2f Bft 
_@-f?)Gsina—(f —2f°)G cos a 
523" 


M= Geosa —fD. 
Zoolang W < fM, heeft er zuiver rollen plaats. 
(2—f?)G sina ll ARCO 
D+2f—f ze 


A vo 3fG cosa — G sin « 


5+2f—3f? 


geeft na uitwerking: 
stga << f, 
dat is dezelfde voorwaarde voor zuiver rollen, die men 
verkrijgt, als de vierkante balk ontbreekt. 
Blijkt W ) fM, dan volgt de beweging uit: 
me CEE, 


1 


G sina —D— NG osa(D), 


as = Aj = 
_ {AG eos DJ -fDIR 
1 G/g R? 
gevende: DO =de SGS 
29 
ien f cos «. 


303. In geheele getallen de afmetingen te bepalen van een _ 
rechthoekig parallelepipedum, waarvan het geraamte (—= de som 
der ribben) evenveel lengte-eenheden bevat als de inhoud ruimte- 
eenheden. H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door D. Posrma, H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


We noemen de afmetingen «, y‚, z, en stellen voor 
’t gemak x 24 y wd EN 


De voorwaarde is: 4 (e+ y +2) == ayz. 


4(y +2) 


Hieruit volgt: «== en 


Eda 443 42° +16 
TT EEN ar ged 
(az — 4) (ye — 4) == dz? + 16 
dus ook: AE 16 
KD 
We hebben dus z=1, 2 of 3. 
a) Voor z=l krijgen we: 
Ay +4 20 
keer 


waarbij (y —4)® <20 en y—4 deelbaar op 20, 


dus y—4=l, 2 of 4. 
y—4=l, y=b, er =24. 
y—4=2, yY=b, 2 =14. 
y4=dy=8 =d. 
b) Voor z=2 krijgen we: 
B Oe 8 
den 7 ED 
Hierin is y—?2 een deeler van 8 en ten hoogste 18, 
dus y—2=l of 2. 
jest, y= dl), 
y=, y=d,r= 6, 
c) Voor z==3 krijgen we: 


Hierin moet 3y —4 een deeler van 52 zijn, en ten hoogste 
W52. Verder moet deze deeler een 3-voud +2 zijn. Hier- 
aan voldoet geen der deelers. 

De eenige oplossingen van het vraagstuk zijn dus: 


24 5 1 120 
isle 6 1 84 
9 8 1 12 
10 | 3 2 60 
6 | 4 2 48 
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304. In geheele getallen de afmetingen te bepalen van een 
rechthoekig parallelepipedum, waarvan de oppervlakte evenveel 
vlakte-eenheden bevat als de inhoud ruimte-eenheden. 

H. G. G. A. VERKAART. 


Opgelost door D. PosrTma, H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van D. POSTMA. 


De gestelde voorwaarde geeft aanleiding tot de verge- 
lijking 2 (ab + be + ac) = abe. 
De voorwaarde, dat de 3 getallen onderling gelijk zijn, 
geeft de vergelijking 64? —=a®, dus a =6. 
Er voldoet dus direct een kubus, met een ribbe van 6 
eenheden. 
Neemt men twee KE getallen onderling gelijk, dan 
wordt de vergelijking van den vorm: 
2 (a? + 2ab) =a?b 
of 2(a +2 ) =ab, 
2a 
a— 4 
De kleinste waarde voor a, welke voldoen kan,is a = 5. 
Dit geeft nu de volgende oplossingen: 
de De Dedden 
Oan De Gb 
Gb Sh ED 
dl Kd en 
Neemt men 3 ongelijke getallen, met de voorwaarde 
a<b<e, dan is, daar 2 (ab + be + ac) = abe, ook 
6be > abe 
of OR) LE 
Daar verder 2be=a (be — 2b — 2e) en bovendien positief 
moet zijn, moet a ) 2 zijn, waaruit volet, dat a =3, 4 of 5 
kan zijn. 
Voor:a=3 wordt dus 65 + 2be + 6e = 3be 


_6b_ 
b— 6’ 
Li seb fr EED 
voor a = 4 wordt c = opg VOOra= DD wordtees DDR 
Deze vergelijkingen laten nu de volgende oplossingen toe: 


waaruit volgt: Ds 


of Oe 


Mien lr Gd 
4 be See 24 
ê ren ike 
: blend 
jk Dld Ml 

OND DA Ce 

ARO cl? 


4 =S ede ep 
terwijl de waarde a—=5 geen nieuwe oplossingen geeft. 


805. In geheele getallen de afmetingen te bepalen van een 
rechthoekig parallelepipedum, waarvan het geraamte evenveel 
lengte-eenheden bevat als de oppervlakte vlakte-eenheden. 

H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door D. PosrMma, H. G. A. VERKAART, 


Oplossing van D. POSTMA. 


De gestelde voorwaarde geeft aanleiding tot de verge- 
lijking 4 (a +b + c) =?2 (ab + be + ac). 

Hieraan voldoet direct de waarde 2 voor a, b en c. 

Neemt men ongelijke waarden aan, en wel denkt men 
a ’t kleinste, b<c, dan is in elk geval, door in ‘teerste lid 


a en b te vervangen door c, en in 'ttweede lid ab weg te 
laten: 

6e > ac + bee 

6) ab, 
waaruit volgt: az. 

De waarde a =1 laat na oplossing alleen toe de waarden 

b=2? en c=4, de waarde a =?2 alleen de waarden b=2 
en C=—= 2. 


806. Bewijs, dat het niet mogelijk is in meetbare of onmeet- 
bare getallen de ribben van een rechthoekig parallelepipedum 
zoo te bepalen, dat de oppervlakte, de inhoud en het geraamte 
door hetzelfde reëele getal worden uitgedrukt. H.G. A. VERKAART. 


Opgelost door D. PosrMma, H. G. A. VERKAART. 
Oplossing van H G. A, VERKAART. 
Noem de ribben #, y, z, dan is: 
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Aladyt2)=2 lay az dye) =ayz (—=4a). 
x®,y en z zijn dus de wortels van de vergelijking 
me — am? + 2am — 4a —=0. 
Vermenigvuldigen we met m +2, dan wordt deze verge- 
lijking: 
mt —(a—2) m? — 8a =0. 
Hierin” ontbreken twee opeenvolgende termen, zoodat 
deze vergelijking, en ook de oorspronkelijke, onbestaanbare 
wortels heeft. Daarmee is het gestelde bewezen. 


807. Bewijs, dat cos ta X cos Fa X cos dpa X o….…. nadert 
tof 2 sin ja 
Ees as F. J. VAES. 


Opgelost door J. v. RoON, F. J. VAES. 


Oplossing van J. v. ROON. 


Men heeft: sin Ja == 2sin 4a cos ja 
sin ta 
of COS Tame 
sin Ja 
Evenzoo: COS Lagen 
2sin ta 
sin — > « 
on 1 
COS er «== 1 
2 2 sin —a 


Door vermenigvuldiging volgt: 


1 
GO8-Ta XX GO8 Lara oes COS e= 
2 
1 
rd 
, 5 n 
sin da sin fa 2 
- _ sil = sf jen 
nst 1 « 5 
2 sin —« sin — « 
gr g 
1 
ol 
„_ Voor n =o is lim ——=l 
sin — a 


yr 


EE ED A EC 


Ld 
en | 


en dus: 
__2sinda 


Gos 4 a X COS La X COS Hp a Xe... E 


Oplossing van F.J. VAES. 
Het zwaartepunt Z, van een cirkelboog AB (=a®) ligt 


op een afstand Exr van af het middelpunt M, op de 


lijn van symmetrie MC. Zijn Z, en Z; de zwaartepunten 
der bogen AC en BC (elk =4boog AB), dan liggen Z, 4, 
en Z; op een rechte lijn; bijgevolg is 


MZ; = MZ 


De zwaartepunten Z, en Z;, der bogen AD en DC, die 
elk bg AC zijn, liggen met Z, in een rechte lijn, dus is 
Mn 

COS 5 a 
Het zwaartepunt van- de helft van boog AD ligt op een 
afstand van M, gelijk EE 3 
COS 75 % 

Van elken volgenden halven boog kan men dus dadelijk 
de ligging van het zwaartepunt bepalen door den zwaarte- 
_ puntsafstand van den geheelen boog te deelen door een cos. 

Door voortdurend middendoor deelen nadert men tot 
het punt A, zoodat 


k 
re RR y 
b 
COS 4% X COS Ha X COS pa X 
É k 2rsin la 2sin ta 
of Lim noemer = —- = 2 == Eng 
b 1x « 


Lim 


ns 


—nzs 
508. Gegeven een reeks, waarvan ue 


s z 48 com- 
plex = a Hiy. Men vraagt die deelen van het xyvlak te 


bepalen, waarvoor de reeks convergeert. 


Hetzelfde voor de reeksen, waarvan ORTE TER BAC 
U 42°) 
U == 
hl J.J C. WESTENDORP. 


Opgelost door J. v. ROON, J. J. C. WESTENDORP. 
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Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 


—nz28 » - 
L w,=e \*. De reeks is een meetkundige met de 


reden e”?°. Voor convergentie is dus noodig dat 
mode”? (1. 
Nu is mod e*° — mod e(#°—32y"+3ie gig?) 


—e (ey?) 
zoodat (0232?) 1 
of vl Iyt ern. 
Construeeren we de figuur 
(a? — 3y?) =0 (fig. 1) 


dan blijkt, dat het convergentiegebied bestaat uit de hoeken 
AOB, DOY en COY’, waarbij de lijnen AC en BD tot ver- 
gelijking hebben Didi, 


U. u = eh .‚ Hier moet 
de Ds 
1 
of mod (1 +2?) ) 1. 


mod (1 + 2° — y? + 2ixy) 
Alfa? — 2)? Hd? 
Cl rd hoer oi drin te en 


De figuur 
2 Hy)? Hey?) =0 
is een lemniscaat van Bernouilli, die de Y-as snijdt in 
(0, +172) en (O0, — 2), zoodat de reeks convergeert voor 
alle punten, gelegen buiten de lemniscaat. 
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HRe EN Hier moet 
se (125): 
| 
of mod (1 + #8 — 3xvy? + Jy — iS) ) 1 
of (3 — ay? +1? + (Bay — YP)? 1 


(2 d y°)S 42 (aw? — 834?) ) 0. 
De kromme (a? + y?)? +2 (a? —3y?)=0 . (fig 2) 
of op pooleoördinaten: 
p3 =2Cosw(3— 4 COS? w) 
begrenst dus alle punten, waarvoor de reeks divergeert. 
Daar buiten convergeert ze. 


809. 19, Déterminer l'intégrale générale de l'équation diffé- 
rentielle 
d- d* d? dt! 3 
tg 2 tygo 
20, Cette intégrale générale étant considérée comme l'équation 
d'une courbe plane, déterminer les valeurs des constantes arbi- 
traires de fagon que cette courbe passe par les points x= 0, 
y=0 et e=, yY=0 et qu'en ces deuw points elle soit tan- 
gente à axe des x. 

8%, Calculer laire comprise entre Vaxe des @ et la branche 
de courbe obtenue entre les deur points donnés d'abscisses 0 et zr. 
(Certificats de Mathématiques générales. Montpellier 1907). 

J. J. C. WESTENDORP. 


Opgelost door J. v. ROON, J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 


1°. Om de algemeene integraal te vinden, lossen we op 

de vergelijking 
zt — 223 J 222 — 22 F1 =0. 

De wortels zijn: +4 —é, 1, 1, zoodat de algemeene 

integraal van de vergelijking zonder tweede lid is: 
y=; eos JC, sin w Hef (Cs + C‚o), 

wanrin C,, C», Cs en C, willekeurige constanten zijn. 

Ter bepaling van de particuliere integraal maken 
we verder gebruik van symbolische vergelijkingen, en 
schrijven : 


30 
ne Ë EEE OO 
9 DID ID DFI DEED ED 
(HIDE 5u 
ee 
Ee in Yi 
| E NS 1 
waarin Yi DERDE pret ee, 
Stellen we 
1 PS 
9: DEAD IDE Di X, 
dan is 
he 1 ix 
Vk ie =De DeDe Dti 


Nu is 2 een enkelvoudige wortel van 
Dt 2D +2D?—2D +1=0, en dus: 


1 dats 
DE2DE 2D 2D * 
ir 1 
== € Te aen ten 
ee rd 3 enn 
D 2 (D* 9D3H 2D? DD 
ix 1 
dee rd SEN meid tie ES 
paps —6D? +4D 2) 
En en A=e 6 iftar — = we 4 (eos isin), 
zoodat Vi == VCOB, 


De gevraagde algemeene integraal is dus: 
y=C, cos a JC, sin wv + e (Cs -C40) + 5 4 xecosax.. (I) 


29. Aan (I) moet worden voldaan door #=0, y=0, 
en @= 7, y==0, terwijl aan de dE 


He —C,sin e4- C,cos ze (C3-C40) Ce * eos ax Sin x 
moet worden voldaan door: 
| teh |, Vz 
dy dy 
Lime dee? 


Hierdoor ontstaan tusschen de constanten de betrekkingen: 
7% 
C, sE an 0. 


ed: a sen aan Kran ar ide de adik Sn 
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IRE (Cs + Ca rm) 
Cs Cs Cs F1=0. 


me eta) Giel 0 
Gemakkelijk wordt hieruit gevonden : 


KK 
ed ‚ Cy=-l, Cs =0, C,=0, 
zoodat de kromme overgaat in: 
7 4 TA 
LD COS © — sin » + g LCOS xe. 


80. Het gevraagde oppervlak is: 
7 
vs e KX E 
|L cos — sin # En 5) J cos x | dae 


7% 


=—5 (sina)S + (cos )7 +5 (2)3 + fe cosade — 


0 


Vg 
2 
=D (asin)? — [sin ele — 


zm? ze 
=H D +(cosc)} ER, —4, 
DO veerdagd te bewijzen » $ | 
l 
sta tert tarn + 
21 
eer ne 
J.J C. WESTENDORP. 
Opgelost door J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 
Bewijs : We maken gebruik van de identiteit 


—l 
[tam fa log (1) SER) 


waarvan de tweede htosrl wordt verkregen uit de 
eerste door substitutie van #=1—g. 
Nu is 


per ed I 
| Loe ata loge + zt log # +. 


De reeks in het tweede lid is convergent voor alle 
waarden van @=0 tot #= 1 met inbegrip van deze gren- 
zen, en als machtreeks dus ook gelijkmatig convergent 
voor dezelfde waarden, zoodat 


1 1 1 
EE =fe"togoart fe log ade 4... 
0 0 


Nu is 
Ì n 
a—l ef 108 LEEN 
|» logado=( SE) — e= a 
0 
! at 1 
n 20 log @\! L_a 
je sede AT HED 
zoodat 
mies A e+ 1 zet 1 L ] (ID 
LOE erts jd RKO En dE 7 
0 
Verder is 


a—l 
Td Ee VE ty (ln 
De reeks in het tweede lid is weder gelijkmatig conver- 
gent voor het interval (0,1), dus: 


1 | 1 
(lg) T loes LN 
ne | tap 


1 1 
—if van ari fr a ay 


——B(l,4)-4B(2, 4) — B, a) — 
Rr OT ela “21 (a) 


(a +1) EE ST (a+ do 
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=|, TEE EF 1) Ban (at- 1) (ad 2) ee ï LE) 
Uit (D, (ID) en (III) volgt: | 
hep ll ee | 
a? (at-1)?  (ad-2)? 2a (a +1) 
91 
Jaar ID aF2) 
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SIL. Men drievlakshoek te construeeren, gegeven de middens 
(bissectrices) der zijden. C. A. CIKOT. 


Opgelost door C. A. CiKOT, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van C. A. CIKOT, 


Veronderstel, dat de drievlakshoek geconstrueerd is, en 
dat de figuur gesneden wordt door een vlak, dat gelijke 
stukken van de ribben afsnijdt; de ribben en de bissec- 
trices bepalen dan op het snijdend vlak een driehoek met 
zijn middendriehoek. De loodlijn, uit den top van den drie- 
vlakshoek op ’t snijdend vlak, komt uit in ’t middelpunt 
van den omgeschreven cirkel van den eersten, m.a. w. 
in het hoogtepunt van den tweeden. Wanneer men nu in 
den drievlakshoek, gevormd door de gegevens, de snijlijn 
neemt der hoogtevlakken (vlakken door ééne ribbe lood- 
recht op de overstaande zijde), en loodrecht op die snijlijn 
een vlak aanbrengt, dan geeft dat vlak direct de construc- 
tie van den gevraagden drievlakshoek. 


812. Voor een ellipsoïde den kleinsten hoek bepalen, dien een 
middellijn maakt met het verwante diametrale vlak. 
C. A. CIKOT. 


Opgelost door C. A. Crkor, D. POSTMA. 
Oplossing van C. A. CIKOT. 


In een ellips maken de gelijk toegevoegde middellijnen 
een minimum-hoek met elkander. Zijn de assen van de 


ellips a en b, dan is de tangens der helft van dien hoek = 


De gevraagde middellijn en hare projectie op het toege- 
voegde diametraalvlak vormen ook een stel toegevoegde 
middellijnen in de doorsnede, die hun vlak op de ellipsoïde 
bepaalt. 

Wil nu bedoelde hoek een minimum zijn, dan moet de ver- 


houding 5 zoo klein mogelijk zijn, m. a. w. b moet de kleinste 


as, a de grootste as van de ellipsoïde zijn. Het gevraagde 
diametraal vlak is derhalve dat, wat gaat door de middelste 
as der ellipsoïde, en door een der toegevoegde gelijke mid- 
dellijnen van de correspondeerende hoofddoorsnede; de 
Oplossingen van Vraagstukken W. T, 12e Jrg. 3 


dd 


gevraagde middellijn de andere van die gelijke toegevoegde 
middellijnen. 


518. Van alle vierhoeken, die de middens van drie hunner 
zijden in drie gegeven punten hebben, dien met minimum-amtrek 
te bepalen. C. A: CIKOT. 


Opgelost door C. A. CiKOT, W. FP. GISOLF, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van W. EF, GISOLF. 
Zij A het midden der zijde a, B dat van b, C dat van c; 
het midden D van d kan worden bepaald door op te mer- 
ken, dat vierhoek ABCD een parallelogram moet zijn. Men 


vindt alsdan drie liggingen voor het punt D, overeen- 


komende met de uiteinden der verdubbelde zwaartelijnen 
vanwmA ABO: 

Beschouwen wij één der liggingen van D, b.v. die op de 
zwaartelijn uit A, en denken we ons een vierhoek APBQDRCS 
(de letters in volgorde langs de figuur genomen). Nemen 
we nu op RP een punt T zoodanig, dat vierhoek TCSA een 
parallelogram is, dan is aan te toonen, dat ook vierhoek 
TDQB een parallelogram is. De halve omtrek van.den 
vierhoek wordt derhalve voorgesteld door de verbindings- 
punten van T met A, B, C en D, en deze is minimum, als 
T valt in het snijpunt der diagonalen, d w.z. als de ge- 
vraagde vierhoek een parallelogram is. 

Men vindt op deze wijze 3 relatieve minima; uitgemaakt 
dient nu nog te worden, welke van de drie parallelo- 
grammen ABCD een minimum-som der diagonalen heeft; 
d.w.z. voor welke zijde in A ABC de som van zijde + 
2 X zwaartelijn naar die zijde minimum is. 


314. Gevraagd wordt op een rechthoekig stelsel een ruimte- 
kromme, waarvan de XY projectie een binomische hyperbool 
cy dy? =2, de XZ projectie een parabool, en de YZ proj. 
een gelijkzijdige hyperbool is: ax, y en z functies van eenzelfde 
veranderlijke parameter. W. N, LE HEUX. 

Opgelost door W. N. Le HEUuX. 
Oplossing van W. N. Le HEUX. 


Aan de vergelijking der binomische hyperbool #= ee — | 


en 


ee 


Ee 
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blijkt voldaan te kunnen worden door y= sec vp, « — COS 2p. 

De functie van © voor z, die met y gecombineerd de 
gelijkzijdige hyperbool yz=1l, en met @ gecombineerd de 
parabool #= 22° — 1 geeft, is z == COS gp. 


815. Op een hellend vlak a ligt een wig met den tophoek @ 
naar het hoogste punt der helling gekeerd. Op den wig ligt een 
cilinder. Wig en cilinder zijn even zwaar (G KG). De wig 
wordt door een constante kracht 2 G, evenwijdig aan het hellend 
vlak, omhoog getrokken. De as van den cilinder is horizontaal 
en loodrecht op de lijn van grootste helling. Welke beweging 
verkrijgt de cilinder, als tusschen wig en hellend vlak geen 
wrijving ts, terwijl de coëfficiënt der wrijving voor wig en cilinder 
—= f? Neem ten slotte «a == f. J. v. ROON. 


Opgelost door J. v. RooN. 


Oplossing van J. v. ROON. 


Op den cilinder werken de volgende krachten: eigen 
gewicht = G, reactie van den wig = D, wrijvingsweerstand 
W, waarbij W < fD. Zoolang W < fD heeft zuiver rollen 


plaats. 

Op den wig werken: eigen gewicht G, de trekkracht 2 G 
evenwijdig aan het hellend vlak, de druk van den cilinder 
—=D en de weerstand W. 

De versnelling van den wig langs de helling is nu: 

| 2 G—G sina —D sin 2 — W eos 2 
DE Cran hor en Id 

De cilinder verkrijgt een beweging, die wij ontbinden 
in een evenwijdig aan de helling, en een loodrecht daarop. 

De beweging evenwijdig aan de helling naar boven zal 
bepaald worden door de kracht W cos £ + D sin £ — G sin a. 

De beweging loodrecht op de helling door 

D cos 2 — W sin 2 — G cosa, zoodat: 
2 W eos 2 + Dsin £ — G sin « 
a == G enn (Je 
D cos £ — W sin # — G cosa 
OO MA ni Chat qe De 
Nu moet a, = 43 + az cot @, of 
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20—G sin a—D sinG—Weos,? W eos + Dsin@—Gsine | 
G Teen G IM) 


D cos £ — Wale Gie0s wt Zit isle 


Bovendien B de cilinder een draaiing met hoek- 


versnelling q = — » terwijl als voorwaarde voor zuiver 


ee rel 
rollen as:sing=gr moet zijn, 

D cos £ — W sin 2 — Geosa __ Wr?sin@ 
of Gn (STG 

Uit (1) volgt: 

EE 2G sin £ + G cosa cos B — D — D sin? Â 

| cos 2 sin 2 
en uit (2): 

D cos £ — G cos « 
Nn, _3sin£ l 
d 3sin 24 2coSaCOSÁ 
waardoor : Des TG 
_ COS Â — cosa sin 
inge 2 sin? £ G 


di, dz, 43 en q kunnen nu bepaald worden. 
Blijkt W)fD te zijn, dan volgen de versnellingen uit: 
_2G —Gsin«a —Dsinf —fD COEN 


dr GE 
_ fDeos£ + Dsin 2 —Gsine 
2 rt Di er ni He en 
D eos £ —f D sin £ — G eos a 
Gr LN reed 
gt Er 5, terwijl weder a, =a, + a; cot £. 


Uit A eerst afgeleide vergelijkingen volgt, dat 
W=0, als PP rn POP KEREN 


of BA = er 


In dit geval draait de cilinder niet, en is er dus ook geen 
rolling over den wig, de cilinder is ten opzichte van den 
wig in rust. 

Voor «== heeft men: 

Dis 3 sin « J-2 COS? « 
24 sin? « Ì 


Rae 
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COS « — COS a sin « 
WE ZAT ANS EA ECH AA Ge 
2 sin? a 


gevende voor: Kn, VDP 0 ER 


316. Men driehoek te beschrijven waarvan de middelpunten 
O, Fen 1, van de om-, in- en aangeschreven cirkels gegeven 
zijn. Dr. Jr, ROSE. 


Opgelost door C. A. Cikor, W.F. GisorLr, D. J. KRUYTBOSCH, 
D. PosrTMa, Dr. J. ROSE, K. SCHOUTEN, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


’t Is bekend, dat 1, I,, B en C op den omtrek van een 
cirkel liggen, die zijn middelpunt heeft op II,; dat mid- 
delpunt is het midden van boog BC in den omgeschreven 
cirkel van A ABC. Hieruit volgt de oplossing : 

Beschrijf op Il, als middellijn een cirkel; beschrijf ook 
een cirkel uit O als middelpunt, gaande door het midelpunt 
M van den vorigen; de snijpunten van deze cirkels zijn 
de hoekpunten B en C van den gevraagden driehoek ; met 
behulp van I is de driehoek nu gemakkelijk te voltooien. 

Liggen de drie gegeven punten op ééne rechte lijn, dan 
is de driehoek gelijkbeenig. Snijden de tweercirkels elkander 
niet, m.a.w. is MO = of < 411, dan is het vraagstuk 
onmogelijk. 


8l7. Gegeven zijn 2 loodrechte assen ON en OY en een punt 
P. Een rechte hoek, met den top in P, draait om zijn toppunt, 
en snijdt de assen in Á en B. 

Bewijs le. dat de middens van AB op één rechte liggen. 

Zoek 2e. de omhullende van AB. J. TUMMERS. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, D. POSTMA, K. SCHOUTEN, 
J. TUMMERS, C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. TUMMERS. 


Om vierhoek APBO kan een cirkel beschreven worden, 
en O en P zijn 2 vaste punten. Dus de cirkels, beschreven 
om AOBP, in alle verschillende standen van A en van B, 
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hebben de 2 punten O en P gemeen; derhalve vormen 
zij een cirkelbundel. 

Hieruit volgt verder, dat de middelpunten dier cirkels 
op een rechte liggen. Nu weet men echter, dat het mid- 
delpunt van den cirkel, om AOBP beschreven, het punt M, 
nl. het midden van AB, is. Dus de middens van de lijn 
AC, in haar verschillende standen, liggen op één rechte. 

Daar deze rechte alle middelpunten bevat der cirkels, 
staat de machtlijn OP loodrecht op de rechte. Uit deze 
overweging volgt gemakkelijk de constructie der m. pl. 

20, Bepaal de omhullende van AB. 

Als men OX en OY als coördinaatassen aanneemt, heeft 
AB tot vergelijking : 


% y m: 
Ed 0 


Stellen we P voor door «4, A door a,o en B door o,b. 
De voorwaarde, dat A en B uit het punt P onder een 
rechten hoek worden gezien, wordt uitgedrukt door de 
vergelijking ; 
(w' — a) (a — 0) + (y' — 0) (y' —b)=0, 
of ook door: 
Bit Fy — ab" 0 EE 
Substitueert men de waarde van b uit vergelijking (1), 


LN 
nl. bt 7 in de vergelijking (2), dan wordt deze: 


ata a ly a) Hetty) =0 B 
In deze vergelijking is a de veranderlijke parameter. 
De enveloppe vindt men, door de voorwaarde op te 

stellen, dat (3) gelijke wortels heeft in a. Deze voorwaarde is : 

ya — ot Hg) de! (et Hy) 

of wel: | 

(a' — yy)? + 2 (ar! — yy) (wo, Hy) Ht Hy) 
= dar’ (w,° + y,°). 
Deze vorm laat zich herleiden tot: 
Cea — yy) Da! + YY) (iP HG) H (id y0 2) =O 
Zij stelt voor een parabool, die raakt aan de assen 
OX en OY. 
P zelf is het brandpunt der parabool. 


gn 
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Oplossing van D. PosrTMa. 


De vierhoek PAOB is een koordenvierhoek. AB is de 
veranderlijke middellijn van den omgeschreven cirkel, 
’t midden van AB dus het middelpunt. De m. pl. dezer 
middens is dus de m. pl. van de middelpunten van alle 
cirkels, gaande door de 2 vaste punten O en P, dus de 
lijn, die OP loodrecht middendoor deelt. 

De lijnen PA en PB snijden op de lijnen OX en OY 
2 projectieve puntenparen uit. 

De verbindingslijnen AB omhullen dus een kegelsnede; 
in dit geval een parabool, met P als brandpunt, welke 
raakt aan OX en OY. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


20, Men kan gebruik maken van de „eigenschap van een 
vierhoek, welks diagonalen elkander loodrecht snijden,” 
vermeld in den Vllen Jaargang W. T., bladz. 111. 

De beenen van den rechten hoek en hunne verlengden 
snijden nl. de beide assen in 4 punten, welke de hoekpunten 
zijn van een vierhoek met een inspringenden hoek, welks 
diagonalen loodrecht op elkander staan. De projecties van 
het snijpunt P der diagonalen op de zijden zijn collineair. 
Dus is P het brandpunt van de parabool, welke de zijden 
van den vierhoek aanraakt. De derde diagonaal is de richt- 
lijn. Daar P een vast punt is, en deze richtlijn, door O 
gaande, een constanten hoek (=/ POX) met OX maakt, is 
deze parabool voor al de verschillende vierhoeken dezelfde. 


ò18. Gegeven een kegelsnede K., Met het middelpunt van K 
als top worden op een der assen van K 2 tegengestelde para- 
bolen met gelijken parameter beschreven. Bewijs, dat de poollijnen 
van een willekeurig punt in ’t platte vlak t. o. der twee parabolen, 
K steeds in 4 concyclische punten snijden. J. TUMMERS. 


Opgelost door R. GOORMAGHTIGH, D. POSTMA, K. SCHOUTEN, 
J. TUMMERS, C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH, D., POSTMA, 
K, SCHOUTEN, J. TUMMERS. 
Zijn K=a?y? Hb? +P=0 
en y- —2px =d0, yet epr —=0 
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de vergelijkingen van K en de twee parabolen, zoo zijn 
m=fy—pr—pr=0 
m= By dpa + pa =0 
die van de poollijnen me, m’ van het punt («, £) t.o. der 
twee parabolen. Een kegelsnede, die door de snijpunten 
van K met m en m’ gaat, heeft een vergelijking van den 


vorm mm! — AK =0, 
of 
By? — px? — pan — pra? — May? — Abn? + AP =O. 
Deze kegelsnede wordt een cirkel, indien 
er Ee ee Ll at steeds mogelijk is, 


ED, 


Er gaat dus altijd een cirkel door de snijpunten van 
K met m en mm’. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Laat P, het punt, waarvan de beide poollijnen bepaald 
worden, op een hoogte h boven de as gelegen zijn. Trek 
door P een lijn // die as, welke de beide parabolen in A, 
resp. B snijdt. De raaklijnen in A resp. B aan de beide 
parabolen snijden elkander in het punt C, gelegen op de 
gemeenschappelijke topraaklijn der beide parabolen op 
een afstand van den gemeenschappelijken top = 4 h, ter wijl 
de beide poollijnen de door P getrokken lijn zullen snijden 
in de punten Den EB, zóó gelegen, dat DA = AP en PB = BE. 
Die poollijnen loopen // AC resp. BC, en snijden elkander 
in F. Nu is A ABC DEF, en daar DE ==2AB, is-F op een 
afstand A van DE verwijderd. F ligt dus: op de as, en daar 
de beide poollijnen gelijke hoeken met die as maken, is 
het nu gemakkelijk in te zien, dat de 4 snijpunten met K 
coneyelisch gelegen zijn. 


Opmerking van J. TUMMERS. 


Dezelfde redeneering gaat door, als ax? + by* —1=0 
vervangen wordt door de parabool y? =2Kax of «2? =2Ky. 
319. Men ongelijkbeenige driehoek met 2 gelijke buitenbissec- 
trices en meetbare getallen voor de zijden ts onmogelijk. 
J. N. VISSCHERS. 
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Opgelost door J. N. VISSCHERS, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van J. N. VISSCHERS en J. A. WERTENBROEK, 


Uit de gelijkheid der buitenbissectrices bij de hoeken 
B en C van A ABC volgt de vergelijking : 
abc? ur acht 
ee nae 
of (e—b) (a—b—ce) |a®— a? (b + Cc) + Babe — be (bHe)| =O. 
Aan deze vergelijking kan worden voldaan door c—b = 0 
of c=b, in welk geval de driehoek geliĳjkbeenig is; de 
factor a—b—c kan niet 0 zijn, wel echter de factor 
as —a? (b He) + 3abe — be (b + Cc}. | 
« Lossen wij b op uit de verg. a°—a°(b4-c)H3abe—belbte) =0, 
dan vinden wij: 
peage en Lt ee V(at— 23e + Ta?e?— bac? + ct). 
’t Is nu de vraag, of er een meetbare waarde voor b te 
vinden is, als in de uitdrukking voor b meetbare waarden 
voor a en c worden gesubstitueerd. Zij a = me, dan is 


al Dn 
pm MOMEE O1 — 6m + Im 2m? + mt) 


De vorm onder ’t wortelteeken wordt een volkomen 
vierkant voor m=0 en m=l. De 1Iste waarde levert 
geen driehoek op; de 2de voert tot a=b=c. 

Om te onderzoeken, of er nog andere meetbare waarden 
voor m zijn, die bedoelden vorm tot een volkomen kwadraat 
maken, stelle men m=l+m,, en vindt dan den vorm 
1 4-0m, + 1m,* +2m,34-m,*, en voor m, de waarde 
m,=0 en m, =—l. dus weer m = 0 en m=l. Wij mogen 
dus besluiten, dat geen andere waarden voor m te vinden zijn. 

De zijden kunnen bijvoorbeeld zijn: 

Gd heet bene 2, 


320. Uit ’ hoekpunt C van A ABC laat men een loodlijn 
CD =h neer op AB. Is nu r de straal van den ingeschreven. 
cirkel van A ABC, r, die van A ACD, en r, die van ABCD 
dan heeft men 

rr drs ) h 
rr, drh 


rr, rs Ch 
naar gelang £ U stomp, recht of scherp is. __J. N. VISSCHERS. 
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(De bedoeling van de opgave is, dat Z/C het type van 
den driehoek bepaalt.) 


Opgelost door C. A. CIKOT, R. GOORMAGHTIGH, D. J. KRUYT- 
BOSCH, D. POSTMA, J.N. VISSCHERs, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van D. POSTMA. 


Is A ACB recht, dan zijn de driehoeken ACD, BCD en 
ABC gelijkvormig, waaruit volgt: 


EEND red 
Eveneens: Poen zi re 
en dus: ER . 
WNERR LEN pe 
LAB TAB 


Laat men nu BC draaien om C, zooanig, dat Z/C stomp 
wordt, dan houden #, en h dezelfde grootte, worden daaren- 
tegen r en r, beide grooter, in welk geval dus 

PTA Ts 

Laat men BC draaien om C, zoodanig, dat / C scherp 

wordt, dan worden # en r, beide kleiner, en krijgt men dus: 


rr, drh 
En Te EA eeren : 
bn en Jp EPE (24505) 5 dy zr (2180 d-I0P) JE 6e 
DE L. U. H. C. WERNDLY. 
Opgelost door K. SCHOUTEN, Dr. L. U. H. C. WERNDLY. 
Oplossing van Dr. L. U. H. C, WERNDLY. 
Het eerste lid is een symbolische derdemacht : 
Bihor sene 
pta) ve 
Achtereenvolgens rnoet dus driemaal een lineaire verge- 


lijking der 1ste orde geïntegreerd worden. Deze drie ver- 
gelijkingen hebben alle den vorm: 


dy Dn 


Zij verschillen alleen in de waarde van F(x), en zijn, na 


43 


vermenigvuldiging met gar Ant onmiddellijk te integreeren. 
Zoo vindt men ten slotte : 


ye P(A Bard Ow? tat) 


322. Construeer 2 elkander rechthoekig snijdende cirkels, als 
gegeven zijn: een hunner snijpunten, hunne snijlijn en op elk 
der cirkelomtrekken een punt. J. A. WERTENBROEK. 


Opgelost door W. F. GisoLr, R. GOORMAGHTIGH, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Veronderstel M en N zijn de gevraagde cirkels, waarop 
respectievelijk de gegeven punten A en B, S, is het ge- 
geven snijpunt, en laat S, het 2de snijpunt zijn. 

De omgeschreven cirkels O en P van de driehoeken 
ABS, en ABS, zullen elkander rechthoekig snijden. Deze 
eigenschap blijft gelden, onafhankelijk van de ligging van 
de punten A en B opde beide cirkels. Hier volgt het bewijs 
in de veronderstelling, dat A ligt op den kleinsten boog 
tusschen 5, en S,, en B op den grootsten, en dat de hoeken 
ASB en AS,B scherp zijn. Dan is: 

ZLBS,A=5#4S,MA + 90° —/S,S,B 
en ZBS,A=4Z5S,MA + 90° —/S,S,B, 
zoodat 
LBS,A+ZBS;A=4LS, MS, +44S,NS, = 90°, 
waaruit gemakkelijk volgt, dat de cirkels O en P elkander 
rechthoekig snijden. 

De constructie is dus de volgende: 

Beschrijf den cirkel O, gaande door A, B en S,, en con- 
strueer daarna den cirkel P, welke dezen cirkel rechthoekig 
in A en B snijdt. Het 2de snijpunt S, van de gevraagde 
cirkels wordt dan gevonden, als snijpunt van cirkel P met 
de gegeven snijlijn, waarna de gevraagde cirkels gemak- 
kelijk volgen. In ’t algemeen vindt men 2 snijpunten met 
cirkel P, en dus 2 paar cirkels. 


Oplossing van R. GOORMAGHTIGH. 


Indien M het gegeven snijpunt is, en A, B de gegeven 
punten op de cirkelomtrekken, moeten de middelpunten 


/ 


dt 


der gevraagde cirkels O en O’ op de middenloodlijnen 
CO en DO’ van AM en BM liggen. Is nu K ’t snijpunt van 
OO’ en de gegeven snijlijn, dan heeft men, omdat OCMK 
en O/DMK koordenvierhoeken zijn : 


LCKD =/CKM +4 DKM =/ CÓM + Z DOM = 
— 90°— /CMO + 90°— DMO —= 180°— (/AMB— ZOMO') = 
=210° — / AMB. 


K ligt dus op een cirkel, gaande door C en D, en waar- 
van het middelpunt bepaald wordt door: 


ZCPD =2(210° — / AMB). 


Het punt K kan dus bepaald worden, en bijgevolg ook 
O en O’. 


Oplossing van W. F. GISOLF. 


Zij P het gegeven snijpunt, A het punt van den eenen 
cirkel, B dat van den anderen, en 4 de gegeven snijlijn, 
gaande door P. 

De middelpunten der cirkels M, gaande door A en P, 
liggen op k, die der cirkels gaande door N op p. De punten 
dezer lijnen Kk en ! voegen wij nu aan elkander zoo toe, 
dat de cirkels om die punten als middelpunten beschreven 
en resp. door A‚,P en B,P gaande, 4 tot snijpunt hebben ; 
d.w.z. MN 4 Nu M en N zoo te bepalen, dat / MPN 
recht is. Nu is de m. pl. van de punten, van waaruit. we 
de lijnen MN onder een rechten hoek zien, een schaar 
cirkels met uitwendig gelijkvormigheidspunt het snijpunt 
S van k en m. Construeeren we een der cirkels, dan is 
het vraagstuk teruggebracht tot het volgende: 

Gegeven een cirkel C en twee punten Sen P. Construeer 
een cirkel, gaande door P, en die met C S tot gelijkvor- 
migheidspunt heeft. 


Opmerking van C. WAFELBAKKER. 


_… De middelpunten moeten liggen op de middenloodlijnen 
len m van OP en OQ, en de vraag is dan herleid tot: 
Een rechthoekige driehoek OAB te plaatsen met de hoek- 
punten zijner scherpe hoeken op twee lijnen len m, zoodanig, 
dat het hoekpunt van den rechten hoek in O komt, en de 
hoogtelijn op de schuine zijde valt langs een gegeven lijn OK. 
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923 Twee opvolgende termen van de reeks a, as 4 
voldoen aan de betrekking 
/ n(nt-1) 
a == n 
Rd-1l °s 2n 4, 
Gevraagd te bewijzen : 
en elk Paps 
PIO | n Vri 
Tad hee Ch WESTENDORP. 
Opgelost dons W. EF. GisOLF, R. GOORMAGHTIGH, 
‚ C. WESTENDORP. 


oe van R. GOORMAGHTIGH. 
Men heeft: Baes En 


ERG de nd 3d 
Men kan dus veronderstellen, dat a, , a; 
voldoen aan de betrekking : 
Rl (be 2) dj 
n n—(n—l)a, | he VREE D 

Wij zullen nu bewijzen, dat, indien deze wet van vorming 
toepasselijk is op a,, zij ook toepasselijk is op a,, Hej ngen 
daad, men ziet gemakkelijk, dat 


_n(ntl)_ (rn +1) [rn —(n—l)a,] 


. a, voldoen 


ze 2n —a, Mp na 
Wij mogen dus de betrekking (1) gebruiken, en schrijven : 
OPROER SE 
lim ee! genen 
n= 
lim dk SC-—a) Geet WD nl) Or]ee. 
n=git 2—a, 4— da, n +1 —na, 
in AE 
B dte UO tE ie n k 
nl 
lim eam re 
NSD Ld, Ene. 
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924. Te bepalen Lim\/n | 7 sin ade. 
0 


| J. J. C. WESTENDORP. 
Opgelost door J. J. C, WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 
n—l 


Es 5 D 
nf sin pda — vn |” (1 — cos? x) 2 d COS x. 
0 0 
Substitueert men nu cosx=—=y, dan komt er: 
n—l n—l 


—l ad —l 2 
Val, VL) dy vnl 9” dy, 
en daar de functie onder het integraalteeken een even 


functie is, kunnen we hiervoor schrijven: 
n—l 


1 DA 
nf (ly?) ì dy. 
0 
Substitueert men ten slotte y? =z, dan komt er: 
Ee 


vanf. ES E 125) 2 k=vnBl5, gai 


Stellen we nu le. n even en wel —=?2p, dan wordt, daar 


(5) ==, de vorm: 8 
vex (8) 


er ED 
Nuis (BE )er pt jp POOL Dry 
2 
en Dn 


We krijgen dus: 
ITN 


AT 
EB art (Op rl) 
VOP Xr XA KEX Pp ri 
$ IXIXBXEXIXDX ze) } ee 
REDA SN (Ean BNO Kp ap 
LXLX3X3XDXDX …(2p — 1(2p 1) 


hl z\/ WE oane … @p—2) X Wp ) 
Voor lim » ==, dus ook voor lim p= oo, is, volgens Wallis : 
Rn … (2p—l) de) a RA 
\ 2X2XAX... (2p-2) X2p an 


zoodat : 
2 Ë 
Lim nf” sin tode=rV =V2r, als n even is. 
0 


n==a0 
Stellen we 2e. n oneven en wel = 2p+1,dan wordt de vorm: 


Va XI p +1) rn KAREL Sost 
K@pIJX Tri CETTE Op De 


EE EE nee 2D 
Td ATR A (Zp IL) 
RER, X 2p X 2p Hidan, 
V@ptI)X aM en Kep rDer V@pt1) 
Ae 2X2XAKAXK …… 2p X 2p ) 
rad pp er TORT OpED d 
Dit nadert voor limp =o tot DV =VIr, zoodat dus 
ook voor » oneven 
Lim in | F in rde= vr. 
0 


n= 


V(2p 1) X 


825. De kromme @? —2y? — By? — 2? +1—=0 bevat drie 
gesloten gedeelten. Het oppervlak van elk der deelen te bere- 
kenen. J. J. C. WESTENDORP. 


Opgelost door K. SCHOUTEN, J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 


De kromme snijdt de X-as in de punten A (+1, 0) en 
B(—1, 0). De richtingscoëfficiënten van de raaklijn daarin 
zijn voor A: +l/’#, en voor B ook +14, Ze heeft daar 
dus dubbelpunten. De Y-as wordt gesneden in D (0,4) 
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en C(O,—1). De richtingscoëfficiënt in D is 0, die in C 
+2, zoodat ook in C een dubbelpunt optreedt. 
Lost men dan ook op de vergelijkingen : 


a+ —2ys — Jy? 2 10 


ED ere 


dz 
oF | 
=D =O, 
dan blijken hieraan te voldoen de stelsels: 
ak ir | kh 
ie y=0, y=0, Cra 


zoodat werkelijk in A, B en C dubbelpunten voorhanden zijn. 
Daar het maximum aantal dubbelpunten voor een C, is 
LDED qus voor een C, XE 3, blijkt, dat de 


etek kromme unicursaal is, zoodat de integraal 


[vae, 


noodig voor het berekenen van het oppen rationaal 
kan worden uitgedrukt in functie van één parameter. 

Om deze rationale functies, waardoor « en y kunnen 
worden uitgedrukt, te vinden, brengen we door de drie 
dubbelpunten en nog door een willekeurig vierde punt, 
waarvoor we hier D kiezen, een bundel C,-,, dat is een 
bundel kegelsneden. Nemen we deze in den vorm 

an? + 2hxy + by? + 2ga + 2fy He =0, 

dan moeten de coëfficiënten voldoen aan: 


ad 2gd-e=0 
a—2gde=0 
b_—_2fHe =0 
koi Jant 


waaruit : 
ge), NDS ARC EEM Wii dà 
De kegelsnede wordt: | 
an? + 2hay + 2ay* +ay —a=0. 
Van de twee constanten a en h mogen we nog één 
willekeurig kiezen; we nemen ?2h=—l, zoodat de bundel 
kegelsneden wordt: 


ax? — xy + 2ay° Hay —a=0. 


l 


Examen-Opgaven in 1914 en 1910. 


WISKUNDE L. O, 1914, 


NA-EXAMEN VOOR GEMOBILISEERDEN. 


Stelkunde. 


1. Voor welke reëele waarden van m is de som van de 

kwadraten der wortels van de vergelijking 

LH (Mm —2) @ — (Mm +3) —=0 
gelijk aan het gegeven getal k? Welke is de kleinste 
waarde, die k kan hebben ? 

2. Welke waarden van & voldoen aan de vergelijking 

100r1og 0,1 — Zlog 0,01 —= 1? 

3. Een kapitaal van 50000 gulden staat gedurende een 
zeker aantal jaren uit op samengestelden intrest. Indien 
het twee jaren korter had uitgestaan, zou het bedrag, 
waartoe het was aangegroeid, f 4412,91 minder, en indien 
het twee jaren langer had uitgestaan f 4773 meer bedragen 
hebben. 

Men vraagt tegen welk procent (afgerond tot een geheel 
getal) en gedurende welken tijd het kapitaal uitstaat. 

Planimetrie, 

1. ABCD is een rechthoek, O zijn middelpunt en P een 
willekeurig punt binnen den rechthoek. Door P trekt men 
twee lijnen evenwijdig aan de zijden van den rechthoek, 
die AB, BC, CD en DA respectievelijk in Q, R, S en T snijden. 

Bewijs: PQ XPS + PR X PT = A0? — PO?. 

2. Op de zijde BC van een parallelogram ABCD neemt 
men een willekeurig punt EB, en op de lijn AE een wille- 
keurig punt F. Bewijs, dat A DEF en A FBC gelijk opper- 
vlak hebben. 

3. Van een driehoek ABC zijn gegeven : le. BO, 2e. hoek Á, 
de, de zijde van het vierkant, waarvan twee hoekpunten 
op BC en de andere respectievelijk in AB en AC liggen. 
Construeer dien driehoek. 

Examen-Opgaven W. T. 12e jg. 1 


P 
Stereometrie. 


1. De afstand AB van de elkander onder een hoek van 
80° kruisende lijnen p en q bedraagt 6 eM. Op de eene 
lijn kiest men een punt C, op de andere een punt D, 
zoodat de afstand CD 14 eM, bedraagt. 

d. Welke is bij veranderlijken stand van CD de m. p. 
der bollen, gaande door A, B, C en D? 

b. Hoe groot is het oppervlak van het bolsegment, dat 
een vlak // q en gaande door p,‚, van elken bol door A, B, 
C en D, afsnijdt ? 


2, Gegeven een viervlak ABCD. Een lijn te constru- 
eeren, die AD en BC (of verlengden) snijdt, en wel de lijn 
AD onder een hoek van 90°, als de punten C en D zich 
ook nog op de gevraagde lijn in één punt moeten projec- 
teeren. 

8. Uit een punt B trekt men raaklijnen BA en BC aan 
een cirkel (middelpunt O0). Men verbindt het raakpunt C 
met een punt D van de middellijn door A, zoodat /CDA = 90°, 
en laat de figuur om deze middellijn wentelen. 

Bewijs, dat de inhoud door A BCD beschreven gelijk is 
aan den inhoud, doorloopen door de figuur, begrensd door 
AD, DC en den boog CA, 


Gonio- en Trigonometrie. 


L. Van een driehoek ABC zijn de stralen van de in- en aan- 
geschreven cirkels achtereenvolgens 7, r,, 7, en 7, Als 


rd rt-rj==r,, tot welke soort behoort dan de driehoek ? 


2. Los # en y op uit het stelsel vergelijkingen 
COS & COSY =t, COS 3x + COS 3 —= — zr. 

8. Van een recht driezijdig prisma ABCDEF is het 
grondvlak ABC rechthoekig in C. De diagonaal AE van 
het zijvlak ABED kruist de ribbe onder een gegeven hoek p, 
terwijl AE met het vlak FEBC een tweemaal zoo grooten 
hoek maakt als met het vlak ACFD. Bepaal dezen hoek. 

In de algemeene uitkomst AB =3a, AE =4a te nemen. 
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WISKUNDE M. O. Ki. 1914. 
NA-EXAMEN VOOR GEMOBILISEERDEN. 


Stelkunde. 


1. Bereken log (be .sin . 1,25). 

2. Voor welke bestaanbare waarden van a heeft de ver- 
gelijking 

Dndl Je PEA 1=0 

een dubbelen wortel? Bereken dien wortel. 

3. Van een oneindig voortloopende reeks is de ne term 

(n? + 2n —3) 27, 

Bewijs, dat deze reeks convergeert, en bepaal de som 

der reeks. 


Analytische Meetkunde. 


1. Door O trekt men een rechte, die den cirkel 
Ly =?axr in P, en-de rechte g=a in Q snijdt. De 
raaklijn in P wordt in S gesneden door de rechte, welke 
door Q evenwijdig met OX is getrokken. Toon aan, dat 
de meetkundige plaats van S uit drie rechten bestaat. 

2. Zij O het snijpunt van een parabool met den cirkel, 
die haar in P osculeert. Men beschouwt het stelsel der 
koorden PQ, dat ontstaat als P de parabool doorloopt. 
Toon aan, dat door een willekeurig punt twee van die 
koorden gaan, en bepaal de meetkundige plaats der punten, 
waarvoor die koorden samenvallen. 

8. Men beschouwt het net der kegelsneden beschreven 
om een gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek met recht- 
hoekszijde a. Toon aan, dat er drie punten bestaan, welke 
ieder het middelpunt zijn van oneindig vele tot het net 
behoorende kegelsneden. 


Meetkunde. 


1. Een vierhoek te construeeren, als gegeven ziju de 
vier zijden en de rechte, die de middens van twee over- 
staande zijden verbindt. 

2. Van een viervlak ABCD is gegeven AB = CD == 
BC=AD=a, CA=BD=b. Bereken de rechten, die de 


d 


middens van overstaande ribben verbinden, en bepaal ook 
den inhoud van ABCD. 

3. Gegeven zijn twee cirkels van ongelijke grootte, die 
geen punt gemeen hebben. Door een gegeven punt den 
cirkel te construceren, die met de gegeven cirkels tot een 
bundel behoort. 


Driehoeksmeting. 


1. Van een vlakken driehoek is een zijde 13,8 cM., de 
som der beide andere zijden 27,9 eM. en de straal van den 
omgeschreven cirkel 8,03 cM. Bereken de overige zijden 
en hoeken van dien driehoek. 

2. Als een boldriehoek ABC rechthoekig is in C, dan is 
sin Ja sin }b 

coste 
waarin E het spherisch exces voorstelt. Men vraagt dit te 
bewijzen. 

8. Op welke breedte ligt een plaats, voor welke de 
langste dag 20 uur duurt ? 

Hoek tusschen aequator en ecliptica 25° 21’ 28”, 


sin $ É = 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Zoowel beneden als boven de as van projectie is op een 
afstand van (0 eM. een met die as evenwijdige lijn getrokken. 

Deze lijnen stellen den horizontalen en den verticalen 
doorgang van een vlak voor. Dit vlak wordt om zijn 
horizontalen doorgang naar voren omgeslagen, tot het 
met het horizontale vlak samenvalt, en in dit neergeslagen 
vlak wordt een gelijkzijdige driehoek geconstrueerd, 
welks hoekpunt A in den horizontalen doorgang ligt. 
De zijde AB van dezen driehoek (naar rechts te trekken) 
maakt met dien doorgang een hoek van 45° (AB =8 cM.). 
Deze driehoek is het neergeslagen grondvlak van een op 
het gegeven vlak staand regelmatig viervlak, 

Construeer de projectiën van dit viervlak, en geef daarbij 
de zichtbare en de onzichtbare lijnen aan. 

2. Gegeven is een vlak, welks beide loodrecht op 
elkander staande doorgangen met de as van projectie 
ieder een hoek van 45° maken (opening naar rechts). 

Construeer de projectiën van een bol, die dit vlak 


J 


snijdt volgens een grooten cirkel, rakende aan de beide 
doorgangen (straal van den bol=5 eM.; zijn middelpunt 
ligt in den eersten ruimtehoek). 


WISKUNDE L. O. 1915. 


Stelkunde (25 uur). 
1. Waarden te vinden voor p en q in de vergelijking 
o° pret q=0, 
zoodat zij dezelfde wordt als die, welke de kwadraten 
harer wortels tot wortels heeft, 
2. Los & en y op uit de vergelijkingen: 
| f log (100 — xy) 
ET fn? 3 Pp abh EA ND, 
tele at ee log 1 (a?F 4%) 2 
3. Bepaal de waarde van z, als: 
S = log a (basis #5) + 2 log a (basis 2%) + 


3 log a (basis #%°) + enz. enz, 
Ss en a zijn bekende getallen, en.a > 1. 


Planimetrie (25 uur). 


1. Men heeft een cirkel met het middelpunt O, en een 
geheel daarbuiten gelegen lijn l. Uit een punt van / be- 
schrijft men een cirkel, gelijk aan den eersten, en die 
bovendien den eersten rechthoekig snijdt. Bewijs, dat ieder 
der snijpunten der twee cirkels ligt op een der bissectrices 
van de hoeken, gevormd door £ en de loodlijn, uit O op 
neergelaten. 

2. Men kiest op een cirkel een punt A, construeert de 
lijn, die den cirkel in A raakt, en neemt op die raaklijn 
een punt B, waaruit men een tweede raaklijn BC aan den 
cirkel trekt. Als B de vaste raaklijn in A doorloopt, vraagt 
men de meetkundige plaats van 

1°. het middelpunt van den ingeschr. cirkel van A ABC, 

20, het middelpunt van den aan AC rakenden aange- 

schreven cirkel van A ABC, 

83°, het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 

A ABC. 


6 


3. In vierhoek ABCD snijden de diagonalen elkander 
in S. Bewijs: 

1°. De hoogtepunten van de driehoeken ABS, BCS, CDS, 
DAS zijn de hoekpunten van een parallelogram. 

20, Hetzelfde geldt voor de middelpunten van de omge- 
schreven cirkels dier driehoeken. 

8%, Die parallelogrammen zijn gelijkvormig. 

40, Ze zijn congruent, als de diagonalen AC en BD 
elkander onder een hoek van 60° snijden. 


Stereometrie (24 uur). 


1. Door een punt P binnen de zijden van een tweevlaks- 
hoek een lijn te trekken, die een gegeven hoek maakt met 
de ribbe van den tweevlakshoek, als bovendien de stukken 
dezer lijn, gelegen tusschen P en de zijden, zich moeten 
verhouden als de afstanden van P tot die zijden. 

2. Om een regelmatig achtvlak is een bolsegment be- 
schreven, zoodat 3 hoekpunten in het grondvlak en de 
andere 3 hoekpunten op het bolvormig gedeelte van het 
segment liggen. [Hoe groot is de inhoud van het achtvlak 
als de hoogte van het segment 14} cM,‚ en de straal van 
het grondvlak 415 ecM. bedraagt ? 

3. Twee veranderlijke bollen raken steeds elkander en 
blijven ook eenzelfde lijn in dezelfde punten raken. 

«) Welke is de meetkundige plaats van het raakpunt 

der bollen ? 

b) Dezelfde vraag, als de stralen van telkens twee 

rakende bollen zich moeten verhouden als twee ge- 
geven lijnen a en b. 


Gonio- en Trigonometrie (2} uur). 

1. Bepaal # uit de vergelijking: 

be tg 35 — bg cete & = bg cosec } V18. 

2. Gegeven zijn van driehoek ABC de hoeken A en B. 
Gevraagd wordt de deelen te bepalen, waarin hoek C 
wordt verdeeld door de lijn, die het hoekpunt C verbindt 
met het punt, waarin de ingeschreven cirkel van den 
driehoek de zijde AB raakt. 


De verkregen einduitkomst moet voor logarithmische 
berekening geschikt worden gemaakt. 


(i 


In de algemeene uitkomst neme men Z A =68° 25’ 48 
en-£B=b1? 42/ 21”. 

3. Van den vierhoek ABCD is AB=b5, BC=6, CD =7, 
DA=8 en LA 4/C==130°. Gevraagd wordt de hoeken 
van den vierhoek te berekenen. 


EXAMEN M. O. K.I. 1915. 


Meetkunde (5 uren). 


1. Construeer een cirkel door het punt P, die een cirkel 
a loodrecht en een cirkel 2 diametraal snijdt. 

2. A, Ben C zijn de hoekpunten van een der grensvlakken 
van een regelmatig achtvlak; D, E,‚ F hur tegenpunten. 
Men brengt een vlak door de mitdens der ribben AL, 
BD, CE. Bepaal de inhouden der lichamen, waarin dit 
vlak het achtvlak (ribbe a) verdeelt. 

3. Men beschouwt twee even groote bollen en een in- 
wendig gemeenschappelijk raakpunt V, dat die bollen in 
R en S aanraakt. De som der afstanden van R en 5 tot 
een punt van de doorsnede van V met den omhullings- 
cilinder is standvastig. Bewijs gevraagd. 


_Driehoeksmeting (2% uur). 


1. Vau een driehoek ABC is gegeven 
md AAR ID EG 008: 
Uit den top A trekt men een lijn naar een punt D van 
de basis zoodanig, dat | 
BORDES 
is. Bereken den hoek, dien de lijn AD met de basis maakt. 
2. Als in een boldriehoek ABC 
sin? LA +sin? ,B +sin? SC =1 
is, dan is a + b+c=180°. Bewijs dit. 
5. Van een bolvierhoek ABCD is gegeven: 
EBG CD 00E DAO 
Z ABC = £ BCD. 
Bereken de hoeken en de diagonalen van dezen bol- 
vierhoek, 
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Stelkunde (3 uren). 
1. Bewijs, dat 12 te ontwikkelen is in de kettingbreuk 
5 1 
1D) lt gt 
Alst 
ern 


Is, een benaderende breuk van die kettingbreuk, dan 


kue, de onmiddellijk daarop volgende benaderende 
breuk. Bewijs dit, 
9. Als y=(a—b)(a—e) 


is en a, b, ce de wortels zijn van de vergelijking 
nst pn? + p;L Ps =0, 
vraagt men een betrekking tusschen y, p,, ps, ps af te 
leiden. 
5. Bewijs, dat de vergelijking 
zi zt1=0 
slechts complexe wortels heeft. Bereken tot in 8 deci- 
malen het bestaanbare gedeelte dier wortels. 


Analytische Meetkunde (23 uur). 


1. P‚, en P, zijn punten van een ellips; hun normalen 
snijden een der assen van de ellips in Q, en Q,. Bewijs, 
dat de middelloodlijn van P‚P, door het midden van 
Q,Qs gaat. 

2. Men beschouwt de parabolen, welke door de punten 
L=dta,y==0 gaan, en waarvan de assen evenwijdig zijn 
met de rechte y =?2#. Aan elke dier parabolen trekt men 
de raaklijn evenwijdig aan de Y-as. Bepaal de meetkundige 
plaats der raakpunten: 

5. Men beschouwt het stelsel der kegelsneden, die de 
X-as tot richtlijn en de rechte « =y tot asymptoot hebben. 
Bepaal de meetkundige plaatsen van de brandpunten. 

Door een willekeurig punt gaan twee kegelsneden van 
het stelsel; bepaal de meetkundige plaats der punten, 
waarvoor die twee krommen samenvallen. 
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Beschrijvende Meetkunde (8 uren). 

1. Een in het verticale en boven het horizontale vlak 
gelegen rechte lijn a maakt met de as van projectie een 
hoek van 60° (opening naar rechts) en snijdt deze in A. 
Men meet op de as van projectie naar rechts den afstand 
AB =25 cM. uit en trekt door B in het horizontale vlak 
naar voren de lijn 5. Hoek van 5 met de as van projectie 
45° (opening naar links). Op de middelloodlijn van AB 
neemt men de projectiën van het punt C, dat 8 cM. vóór 
het verticale en ook 8 cM. boven het horizontale vlak ligt. 
Cis de top van een vierzijdige pyramide. Twee der opstaande 
ribben ‘snijden a in de punten D en E en maken met a 
hoeken, waarvan de ware grootte 60° is; de andere twee 
snijden b in de punten F en G en maken met 5 hoeken, 
waarvan de ware grootte 45° is. Bepaal de projectiën der 
pyramide C — DEFG. 

2. In het horizontale vlak, vóór het verticale, is een 
rechte lijn geteekend, die met de as van projectie een hoek 
van 45° maakt (opening naar links). Op deze lijn liggen 
de punten A en B. A ligt 5 eM. vóór het verticale vlak, 
AB=10 eM. Beschrijf op AB een geliĳkzijdigen driehoek 
ABC, die in het horizontale vlak ligt en welks hoekpunt C 
verder van de as van projectie is verwijderd dan de punten 
A en B. Beschrijf uit A, B, C als middelpunten cirkels met 
een straal van 5 eM.; deze cirkels raken elkander alzoo 
twee aan twee. De cirkels stellen de horizontale projectiën 
voor van bollen, op het horizontale vlak rustende. 

Construeer de projectiën van een vierden bol, die op 
deze drie rust en een straal van 2,5 cM. heeft. Construeer 
ook de projectiën der drie raakpunten van dezen bol met 
de gegeven bollen. 


EXAMEN M. O. Kil. 1915. 


Mechanica (3 uren). 


1. Van een differentiaaltakel zijn de stralen der boven- 
schijven 12 en 10 eM. en is de straal der benedenschijf 11 cM. ; 
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de spillen hebben een middellijn van 3,5cM. De wrijvings- 
coëfficiënt der spillen is 4. 

Hoe groot is de kracht, noodig om een last van 200 KG. 
op te heffen ? 

Hoeveel rijst de last, als het touw, waaraan de kracht 
werkt, 1 M. wordt uitgehaald ? 

2. Twee homogene, even zware en even groote, bollen 
(middelpunten A, en Á;, gewichten G, stralen a) zijn aan 
een vast punt O opgehangen door middel van draden van 
dezelfde lengte (OA, = OA, =l). Op deze bollen rust een 
derde homogene, kleinere bol (middelpunt B, gewicht G, 
straal 5). De punten O, A,, A,, B liggen in hetzelfde ver- 
ticale vlak Welken hoek maken in den evenwichtsstand de 
draden met de verticale richting? Geen wrijving. 

3. Een gewicht P ligt op een glad hellend vlak (hellings- 
hoek x) en is aan een koord bevestigd, dat evenwijdig aan 
dit vlak loopt. Dit koord loopt over een aan het hoogste punt 
van het hellende vlak bevestigde katrolschijf (straal ==, 
massa =m) en draagt aan zijn andere uiteinde een gewicht 
K, dat vrij naar beneden hangt. 

Ondersteld wordt, dat K een dalende beweging maakt. 

Bepaal: 

a. De spanningen aan de beide uiteinden van het koord; 

b. De snelheid van P op het oogenblik, dat een afstand ? 

langs het hellend vlak is doorloopen. 

De massa der schijf in rekening te brengen. Geen wrijving 
op het hellend vlak; het koord slipt niet over de schijf. 


Kennis van werktuigen en technologie (5 uren). 


1 Geef een korte beschrijving van de werking van een 
viertact gasmotor en licht de beschrijving met eenvoudige 
schetsen toe. 

2. Schets de wijzen, waarop in een fabriek van een trans- 
missie-as uit, die met constante snelheid in één richting 
ronddraait, verschillende omwentelingssnelheden in twee 
richtingen gegeven kunnen worden aan de hoofdspil van 
arbeidswerktuigen 

8. Beschrijf enkele werktuigen, bestemd voor de machi- 
nale bewerking van metalen en licht de beschrijving met 
eenvoudige schetsen toe. 


11 


4. Geef een overzicht van de opvolgende bewerkingen, die 
de katoen ondergaat, om tot een draad verwerkt te worden. 
Een of twee van bovenstaande vragen naar keuze. 


EXAMEN M. O. K. Vv. 1915. 


Zie de oplossingen in de 2e en 3e aflevering. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Aechthoekige projectie. Een ringoppervlak met verti- 
cale as rust op het horizontale vlak en wordt gesneden 
door een omwentelingscylinder. Deze cylinder rust met een 
beschrijvende lijn op het horizontale vlak; zijn as snijdt de 
as van den ring en maakt met het verticale vlak een Ris 
van 45° (opening naar rechts). 

De afstand van de as van den ring vóór het verticale 
vlak is 10 cM. Afstand van het middelpunt van den wente- 
lenden cirkel tot de omwentelingsas —= 7 cM. Straal van 
den wentelenden cirkel = 3 cM. Straal van de loodrechte 
doorsnede van den cylinder = 4 eM. Leg een vlak even- 
wijdig aan het horizontale vlak en op een afstand van 5 
cM. daarboven; construeer de projectiën der in dit vlak 
gelegen punten der doorsnijding van ring en cylinder. 
Construeer ook de projectiën der raaklijn aan dat punt der 
doorsnijding, dat het verst van het verticale punt ver- 
wijderd is. 

Bae rononelrien ZON 13 A ROZ r1200. Alle 
afstanden in dit vraagstuk zijn axonometrisch gegeven en 
kunnen dus onveranderd in het assenkruis worden uitge- 
meten. 

Op O’X worden uitgemeten: O/A, =5eM, O’B, = 15 CM. 
Op O/Y worden uitgemeten: O/A, =—10eM, O/C,= 20 cM. 
Op 04 worden uitgemeten: O/B, = 20 eM, 0/C, = 10 cM. 
A,A,, B‚B,, C,C; zijn de richtlijnen eener hyperboloïde. 

Leg door C,C, het vlak, welks doorgang met XOY de 
as O'X snijdt in D; O/D =20 cM. 

Construeer de in dit vlak liggende beschrijvende lijn / 
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der hyperboloïde; neem op / het punt P aan, welks axo- 
nometrische hoogte boven XOY 25 cM is en construeer 
het raakvlak in P aan de hyperboloïde. 


RANGSCHIKKINGS-EXAMEN 
KON. MIL. ACADEMIE TE BREDA 1914. 1) 


Rekenen (25 +35 min). 


1. 164841 is geschreven in het 7-tallig stelsel. 

Bereken 1164341 zonder het gegeven getal tot een ander 
talstelsel te herleiden. 

2. Een ruiter vertrekt te 7 uur ’s morgens van A naar 
B, met een snelheid van 12 KM. per uur. Te 10 uur rust 
hij een half uur, te 12 uur een geheel uur; te 3 uur zal 
hij te B aankomen. Te 1229 vertrekt uit A een motorrijder, 
eveneens naar B; ten deele langs een anderen weg, wat 
een omweg is van 1,7 KM. Met welke snelheid per uur 
moet deze motorrijder rijden, om den ruiter 5 KM. vóór B 
in te halen ? 


Stelkunde, met Gonio- en Trigonometrie (} +1 uur). 


1. Bepaal alle waarden van p, welke voldoen aan de 
vergelijking 
4 cos ?2p=d4sec? p —(6 416) tg? g. 
2. Van een rekenkundige reeks van 8 termen is de 
eerste term 
1 — sin 2a 1 4tg a 
14-sinza (14-tga)? 
en de som 
— 8 — 56 cos (a — B) (sin « sin B — cos a cos 2) — 28 cos 2/3. 
Wat is de laatste term en wat is het verschil ? 
Wanneer het gevonden verschil de reden wordt van een 
oneindig voortloopende afdalende meetkundige reeks, 
waarvan de eerste term | 
=—= 24 cost Ja (sec? Ja—l), 
wat is dan de som dezer meetkundige reeks? 
(Het antwoord zooveel mogelijk vereenvoudigen.) 


(cosa J- sina)? 
— sin 2a 


X 


1) Een toelatings-examen is in 1914 niet afgepomen. 
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Meetkunde (5 + } + } uur). 


1, Van een trapezium, waarin en waarom een cirkel 
beschreven kan worden, zijn de evenwijdige zijden aen b. 
Bereken den straal van den ingeschreven cirkel. 

2. In een viervlak snijden twee hoogtelijnen elkander. 
Bewijs, dat de beide andere hoogtelijnen elkander eveneens 
snijden. 

9. In een boldriehoek zijn de zijden AB en AC elkanders 
supplement. Bewijs: 

le. dat ook de hoeken Ben C elkanders supplement zijn ; 

2e. dat de groote cirkel, welke Z A middendoor deelt 
eveneens de zijde BC halveert. 


TOELATINGS-EXAMEN TOT DE KONINKLIJKE 
MILITAIRE ACADEMIE TE BREDA IN 1915. 


Feken- en Stelkunde (3 + 3 + Â uur). 


1. A vertrekt van P naar Q en op hetzelfde oogenblik 
vertrekt B van Q naar P. A legt per uur 2 KM. minder 
af dan B. Zij ontmoeten elkander 3 uren en 30 minuten 
na hun vertrek. 

Indien A 1} KM. per uur meer en B 1 KM. per uur 
minder afgelegd had, dan zouden zij elkander na 3 uur 
en 20 minuten ontmoet hebben. 

In hoeveel tijd kan A den geheelen weg afleggen ? 

Er wordt eene beredeneerde oplossing verlangd. 

2. Om een afstand van 45 KM af te leggen, heeft de 
wielrijder A drie kwartier méér noodig dan de wielrijder B. 
Legde elk hunner per uur 8 KM. méér af‚ dan zou A voor 
dienzelfden afstand slechts een half uur méér noodig hebben 
dan B. 

Hoe groot zijn de beide snelheden ? 

3. Bereken de waarden van & en y‚, welke voldoen aan 
de vergelijkingen: 

10. zeg + | _ zet ZJ 10 


lglg(em—y)—lg2=lg[ilg(e +49) — lg 2). 
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Gonio- en Trigonometrie (} + 2 +1 uur). 


1. Bepaal de waarden van x, gelegen tusschen 0° en 360°, 
welke voldoen aan de vergelijking: - 
3 COS 2x 
1 — sin 24e 

2. Op de zijde AB eens driehoeks ABC als middellijn 
is een cirkel beschreven, die AC in D en BC in E snijdt. 
Indien gegeven is /C = 45°20’40/, AD =4 dM. en BE =3dM., 
vraagt men de zijde AB te berekenen. 

8. Van een gelijkbeenig trapezium is gegeven: | 
de grootste der evenwijdige zijden =2413 cM., de aan- 
liggende hoek =78° 10/25” en de straal van den omge- 

schreven cirkel = 13,04 cM. 
Bereken den inhoud van dit trapezium. 


5 (sin » + COS ©) = 


Meetkunde (1 + 1 +1 uur). 


1. Door de punten P en Q gaan drie cirkels C,, C» 
en Cs. Door. P trekt men twee rechte lijnen, die C,, C‚ 
en C; snijden respectievelijk in de punten A, B, C en 
A,,B,, C, 

Gevraagd te bewijzen: AB:BC=A,B, :B,C,. 

2. Als M het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
van driehoek ABC is, vraagt men met behulp van een 
aangeschreven cirkel te bewijzen : 


AM4 gg 

AB MAO ren 
3. Op een bol met straal 9 wordt een kleine cirkel ge- 
trokken met straal 1/21. Men laat het vlak van dien cirkel 
om een middellijn draaien, tot het van den bol een segment 
afsnijdt, waarvan het ronde oppervlak tot dat van den bol 
zich verhoudt als 2:(9 +3 5). Men vraagt, over welken 

hoek het vlak gedraaid moet worden. 


Beschrijvende Meetkunde (55 + 55 + 55 minuten). 


1. Gegeven eene lijn / en een punt P. Gevraagd eene 
lijn g te construeeren, die door P gaat, ! rechthoekig kruist 
en met het verticale vlak een hoek van 30° maakt. 

2. Gegeven 3 lijnen, l, m en r. De lijnen l en m snijden 
elkander. De lijn / ligt in het verticale en de lijn m in het 


nd 
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horizontale projectievlak, Gevraagd in de lijn 7» het punt g 
te bepalen, dat op gelijke afstanden ligt van de lijnen / en m. 

8. Gegeven een vlak V en eene lijn /, die elkander in 
het punt P snijden. De doorgangen van V vallen in 
elkanders verlengde. 

Gevraagd de afstand tusschen P en het punt Q, dat inZ 
ligt en tevens op gelijke afstanden van de beide projec- 
vlakken verwijderd is. 


Mechanica (55 + 55 + 55 minuten). 


1. Van een afgeknotten kegel is de straal van het grond- 
vlak 8, die van het bovenvlak 4, de hoogte 12, het soortc- 
lijk gewicht 2, 

Bij het bovenvlak maakt men een half-bolvormige uit- 
holling, waarvan het middelpunt samenvalt met dat van 
het bovenvlak, en die een straal 4 heeft. 

Hoe groot moet het soortelijk gewicht zijn van een stof, 
waarmee men die holte vult, opdat het zwaartepunt van het 
geheele lichaam in het midden van de hoogte ligt ? 

(Geen gebruik maken van een formule voor het zwaarte- 
punt van een afgeknotten kegel) 

2. Een lichaam, gewicht G, begint van uit A, langs een 
ruw hellend vlak, naar beneden te glijden. (Hellingshoek 30°, 


wrij v.-coëff. ie) In B (AB =82 M,) verlaat het dit hellend 


en beweegt zich nu vrij naar een horizontaal vlak, dat 18 M. 
lager dan C ligt en treft dit in C, 

Als bij de botsing in C het horizontaal vlak glad en geheel 
onveerkrachtig wordt beschouwd, terwijl bij de verdere 
beweging langs dit vlak een wrijvingscoëfflciënt van + op- 
treedt, vraagt men, op welken horizontalen afstand het 
eindpunt der beweging van B ligt. 

(Versnelling der zwaartekracht g = 10 M.) 

8. Een homogene staaf AB, lang 6 M., gewicht 25 KG., 
steunt met het uiteinde A op een ruw horizontaal vlak 
(wrijvingscoëfficiënt 4) en in het punt C tegen den ruwen 
bovenkant van een 3 M. hoogen verticalen muur, die 4 M. 
van A staat. (Het verticale vlak, dat door de staaf gaat, 
staat loodrecht op den muur.) 

Als de wrijvingscoëfficiënt bij C 2 is, vraagt men de 
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horizontale kracht te berekenen, die in A moet aangrijpen, 
opdat de staaf op het punt is in beweging te komen en 
wel met het onder-uiteinde naar den muur toe. 

Welken druk oefent de staaf op den muur uit? 


Natuurkunde (55 minuten). 


1. Van een U-vormige buis (doorsnede overal 10 cM?) 
staat het ééne einde in verbinding met de buitenlucht, het 
andere einde in verbinding met een vat, zoodat als het 
kwik, dat zich in de buis bevindt, aan beide zijden even 
hoog staat, in het vat en het aansluitende deel der buis, 
bij 27° Celsius, 1900 eM? droge lucht zijn afgesloten. De 
barometerstand is en blijft 75 cM. De afgesloten lucht 
wordt verhit tot 87°. 

a. Hoeveel cM° kwik moet in het open been bijgegoten 
worden, opdat de kwikspiegel in het andere been op 
de oorspronkelijke hoogte blijve ? 

b. Hoeveel gramecaloriën zijn noodig voor de verwarming 
der afgesloten lucht ? | 
(Uitzetting van vat en kwik te verwaarloozen.) 

Bij de afgesloten lucht wordt 0,273 gram water gebracht 
en, terwijl de temperatuur 87° blijft, nog zooveel Kwik in 
het open been bijgegoten, dat het kwik in het andere been 
10 eM. boven de oorspronkelijke hoogte komt. 

c. Hoe groot wordt de spanning der waterdamp en hoe 

groot de vochtigheidstoestand ? 

d. Hoeveel cM? kwik heeft men de laatste maal nog 
moeten bijgieten ? 

Gegevens: 

Uitzettingscoëfficiënt van lucht = 545. 

1 eM? normale lucht weegt 0,0013 gram. 

Dichtheid van waterdamp ten opzichte van lucht = +. 

Soortelijke warmte van lucht bij constante volume == 0,168. 

Maximumspaaning van waterdamp bij 87° = 47,5 cM. kwik. 
2. Een aantal theorievragen. 
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